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内 容 简 介 


本 书 是 高 等 院 校 大 学 生 素 质 教 育 通 选课 的 教材 ,适合 于 
大 学 本 科 不 同系 别 、 不 同年 级 的 学 生 , 同 时 也 适合 于 中 、 小 学 
的 数学 教师 和 数学 爱好 者 及 数学 教育 工作 者 阅读 。 

本 书 以 纵 观 古今 ,面向 未 来 为 开篇 ,点 评 了 数学 在 人 类 
文明 发 展 史 上 的 重要 作用 。 众 所 周知 , 欲 流 之 远 者 , 必 浚 其 
源泉 。 接 着 介绍 了 数学 文化 的 起 源 , 数 学 与 近代 科学 的 关 
系 , 讲 述 了 代数 、 几 何 与 数学 分 析 这 三 大 领域 的 发 展 史 ,以 及 
数学 的 学 习 方 法 。 在 艺术 方面 讲述 了 绘画 与 几何 学 和 音乐 
与 侍 里 叶 分 析 。 从 冰冷 的 美丽 ,到 火热 的 思考 ,本 书 阅 述 了 
数学 的 广阔 用 场 ,包括 元 素 周期 表 的 确认 、 天 体 的 运行 规律 、 
无 线 电波 的 发 现 、 双 螺旋 结构 的 打开 等 诸多 领域 。 

本 书 的 目的 在 于 ,提高 读者 的 数学 素养 ,开拓 广阔 的 科 
学 视野 ,培养 应 用 数学 解决 实际 问题 的 能 力 , 追 求学 术 的 真 、 
善 、 美 。 数 学 的 核心 是 求 真 , 探 索 宇宙 的 内 在 规律 ;科学 技术 
a , 即 对 社会 的 广阔 应 用 ;艺术 的 核心 是 求 美 , 提 
读者 的 美学 悟性 。 
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彩 图 20 圆 的 极限 


ml 
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作者 从 2000 年 以 来 多 次 在 北京 大 学 、 清 华 大 学 、 首 都 师范 大 学 开设 素质 教育 通 选课 
或 文科 数学 ,并 应 邀 为 大 、 中 学 数学 教师 ,教育 工作 者 和 学 生 作 关于 素质 教育 的 报告 ,受到 
广大 师 生 的 欢迎 和 教育 界 有 关 人 士 的 关注 。 本 书 以 这 些 讲学 的 讲义 或 讲稿 为 主要 内 容 ， 
并 经 过 进一步 的 补充 改写 .整理 而 成 。 

我 们 知道 , 通 选课 必须 面 对 社 会 现实 。 那 么 ,现代 社会 面临 的 局 面 其 主要 特点 是 什 
么 呢 ? 我 们 认为 主要 有 两 个 特点 : 一 个 是 数量 化 , 另 一 个 是 跨 领域 。 

随 着 信息 社会 的 到 来 ,人 类 社会 数量 化 的 程度 正在 加 深 。 我 们 希望 大 学 生 在 专业 知 
识 之 外 ,能 具备 良好 的 数学 素养 、 人 文 素养 ,美学 悟性 和 跨 领 域 的 学 习 能 力 。 

在 学 习 的 过 程 中 ,培养 学 生 逐 渐 将 眼光 放 高 .放宽 、 放 远 。 放 高 指 能 居高临下 看 问题 ， 
知道 自己 所 学 的 理论 在 人 类 文明 中 的 地 位 ;放宽 指 能 了 解 本 领域 与 其 他 领域 的 交互 作用 ; 
放 远 指 能 看 到 科学 的 起 源 和 发 展 。 

本 书 第 一 章 是 , 纵 观 古今 ,面向 未 来 。 重点 指出 ,数学 是 人 类 文明 的 火车 头 。 从 历史 
和 现实 两 种 角度 论述 了 数学 的 重要 性 。 同 时 给 出 了 如 何 学 数学 的 建议 。 

第 二 章 讲 述 数 学 文化 的 源头 。 数 学 科学 起 源 于 古 希腊 。 古 希腊 人 对 数学 的 认识 、 理 
解 和 研究 对 后 世 数 学 的 发 展 带 来 根本 性 的 影响 ,他 们 遗留 的 问题 也 对 后 世 产 生 深 刻 影响 。 

第 三 章 讲 述 近 代 科学 的 发 端 . 这 是 人 类 社会 发 展 史 的 关键 时 刻 . 该 章 首先 讨论 科学 方 
法 , 即 培根 提倡 的 归纳 法 和 笛 卡 儿 推 崇 的 演绎 法 ;然后 阐述 伽利略 和 牛顿 将 自然 科学 数学 
化 的 过 程 , 并 穿插 讲述 了 哥 白 尼 的 日 心 说 . 开 善 勒 的 天 体 运 动 三 定律 .伽利略 的 落体 定律 ， 
由 此 总 结 出 近代 科学 成 功 的 三 大 要 素 ; 最 后 给 出 牛顿 的 万 有 引力 定律 . 

第 四 章 是 绘画 艺术 与 几何 学 。 该 章 论述 了 绘画 艺术 与 几何 学 的 交互 作用 。 文 艺 复兴 
时 期 的 画家 们 正 是 借助 几何 学 原理 使 绘画 摆脱 了 宗教 的 束缚 , 面 对 现 实 世 界 的 。 而 透视 
画 的 发 展 与 研究 引出 了 一 门 新 的 几何 学 一 一 射影 几何 学 。 

澄 其 源 而 清 其 流 是 本 书 的 基本 指导 思想 之 一 。 要 和 弄 清楚 什么 是 数学 ,如何 学 习 数学 ， 
如 何 研 究 数学 是 学 习 数 学 的 基本 目的 。 我 们 对 数学 的 几 个 重要 分 支 分 别 予 以 概述 。 第 五 


章 是 数 的 扩充 史 , 第 六 章 是 解析 几何 概要 ,第 七 章 讲述 微 积分 发 展 史 , 第 九 章 讲述 非 欧 几 
何 学 的 诞生 和 意义 ,第 十 章 曾 述 代数 学 的 演变 史 。 

关于 数学 与 艺术 ,我 们 只 涉及 两 个 分 支 。 在 绘画 之 后 , 第 八 章 展示 数学 与 音乐 的 珠 
联 璧 合 。 

最 后 一 章 展 现 数学 与 科学 的 广泛 而 深刻 的 联系 和 相互 促进 ,其 中 有 无 线 电波 的 发 现 、 
晶体 结构 的 确定 、 双 螺旋 疑 结 的 打开 、 数 学 与 西方 政治 、 诺 贝尔 奖 与 数学 等 诸多 内 容 。 
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”十 绪 论 一 一 纵 观 古今 ， 
面 癌 未 来 


杜甫 


外 , 故 能 观 之 . 入 平 其 内 , 故 有 生气 ;出 乎 其 外 , 故 有 高 致 . 
王国 维 


数学 文化 是 人 类 文明 中 的 精华 部 分 . 追溯 数学 文化 的 发 展 及 其 影响 是 一 个 重要 的 课 
题 ,内 容 是 丰富 多 彩 的 . 追 湖 的 对 象 不 是 数学 知识 的 细节 ,而 是 数学 之 意义 的 历史 .方法 是 
回顾 ,评价 和 综观 ,目的 是 面向 未 来 . 届 原 说 ,路 漫漫 其 修 远 分 , 吾 将 上 下 而 求索 . 
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1. 数学 与 对 知识 的 探求 


我 们 首先 间 : 有 独立 于 人 的 物理 世界 存在 吗 ? 答案 历来 有 一 一 一 一 ~ 
两 种 . 唯物 主义 认为 ,存在 ;而 唯心 主义 认为 ,不 存在 . 我 们 是 唯 te 


物 主义 者 ,认为 存在 一 个 独立 于 人 的 客观 世界 . 这 正 是 我 们 研 
究 的 起 点 和 探索 的 对 象 . 

其 次 ,自然 要 问 : 我 们 如 何 获 取 关 于 外 部 世界 的 知识 呢 ? 为 了 获取 关于 外 部 世界 的 
知识 ,每 一 个 人 都 不 得 不 依靠 自己 的 感官 知觉 . 人 类 共有 几 种 知觉 ? 共有 五 种 : 视觉 、. 听 
党 .触觉 . 味 党 和 嗅觉 . 
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亚 里 士 多 德 (Aristotle, 公 元 前 384 一 前 322) 认 为 ,知识 是 感觉 的 结果 . 他 说 :“ 如 果 我 
们 不 能 感觉 任何 事情 ,我 们 将 不 能 学 会 或 弄 懂 任何 事情 ;无 论 我 们 何 时 何 地 思考 什么 事 
情 , 我 们 的 头脑 必然 是 在 同一 时 间 使 用 着 那 件 事情 的 概念 . ” 


亚 里 士 多 德 
亚 里 士 多 德 是 古代 知识 的 集大成 者 . 他 
的 著作 是 古代 学 术 的 百科 全 书 . 他 是 归 
纳 法 的 创始 人 之 一 ,还 是 主张 进行 有 组 
织 的 研究 的 第 一 人 . 


他 还 说 :“ 感 觉 和 感官 经 验 是 科学 知识 的 
基础 .” 

那么 ,通过 感官 获取 的 知识 正确 吗 ? 精确 
吗 ? 要 回答 这 两 个 问题 ,就 要 对 我 们 日 常 的 经 验 
做 些 认真 的 考察 了 . 因为 我 们 日 常 的 生活 都 是 在 
经 验 的 指导 下 进行 的 ,也 并 没有 出 多 少 错 . 但 是 ， 
当 我 们 依 着 较 高 原则 的 标准 ,来 推论 ,来 思考 ,来 
反省 事物 的 本 性 时 ,我 们 就 会 发 现 问题 了 . 

把 一 根 棒 的 一 部 分 放 在 水 里 ,我 们 能 看 到 什 
么 ? 我 们 将 看 到 一 根 弯 曲 的 棒 . 如 果 把 一 根 直 棒 
放 在 水 里 ,也 把 一 根 弯 棒 放 在 水 里 , 优 怕 你 很 难 
辨别 哪 一 个 是 直 的 吧 ? 这 说 明 , 感 官 具 有 粗糙 
性 ,有 时 还 具有 欺骗 性 . 更 令 人 遗憾 的 是 ,许多 重 
大 的 物理 现象 根本 不 是 感官 所 能 知觉 到 的 : 

有 谁 感 到 地 球 在 自转 ? 

有 谁 感到 行星 受到 太阳 的 引力 ,而 绕 太 阳 
公转 ? 


有 谁 感到 电磁 波 的 存在 ? 


既然 许多 重大 的 物理 现象 不 是 感官 所 能 知觉 到 的 ,那么 人 类 是 如 何 发 现 这 些 现象 的 
呢 ? 答案 是 借助 数学 这 一 强大 的 工具 . 在 探索 宇宙 的 奥秘 中 ,数学 是 一 个 本 质 的 .关键 的 、 


具有 穿 透 力 的 工具 . 


事实 上 ,数学 方法 的 运用 是 科学 和 前 科学 的 分 水 岭 . 例如 ,静电 吸引 的 现象 ,虽然 古人 
早 就 知道 ,但 是 直到 库仑 定律 发 表 的 时 候 , 电 学 才 进 入 科学 的 行列 . 


2. 数学 的 重要 性 


数学 在 人 类 文明 中 一 直 是 一 种 主要 的 文化 力量 . 数学 不 仅 在 科学 推理 中 具有 重 
要 的 价值 ,在 科学 研究 中 起 着 核心 的 作用 ,在 工程 设计 中 必 不 可 少 ; 而 且 , 在 西方 , 数 
学 决定 了 大 部 分 哲学 思想 的 内 容 和 研究 方法 ,摧毁 和 构建 了 诸多 宗教 的 教义 ,为 政治 
学 和 经 济 学 提供 了 依据 ,塑造 了 众多 流派 的 绘画 .音乐 .建筑 和 文学 风格 ,创立 了 逻辑 
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学 . 作为 理性 的 化 身 ,数学 已 经 渗透 到 社会 科学 .文化 艺术 等 各 个 领域 ,并 成 为 它们 的 
思想 和 行动 的 指南 . . 

人 类 历史 上 的 每 一 个 重大 事件 的 背后 都 有 数学 的 身影 : 达 ， 芬 奇 的 绘画 , 哥 白 尼 的 日 
心 说 ,牛顿 的 万 有 引力 定律 ,无 线 电波 的 发 现 ,三 权 分 立 的 政治 结构 ,一 夫 一 妻 的 婚姻 制度 ， 
孟 德 尔 的 遗传 学 ,马尔 萨 斯 的 人 口 论 ,巴赫 的 12 平均 律 ,达尔 文 的 进化 论 , 巴 贝 奇 的 计算 机 ， 
爱 因 斯 坦 的 相对 论 ,晶体 结构 的 确定 , 双 螺 旋 疑 结 的 打开 ,等 等 ,都 与 数学 思想 有 密切 联系 . 


3. 两 种 文化 的 融合 


人 类 文化 可 以 分 为 科学 文化 与 人 文 文化 . 当前 的 形势 是 , 随 着 科学 技术 的 发 展 、 社 会 
的 进步 .经济 的 腾飞 ,世界 上 许多 重大 的 问题 和 复杂 事件 都 显示 出 对 文理 结合 人 才 的 迫切 
需要 .已 故 著名 物理 学 家 吴 健 雄 指出 ,为 了 社会 的 可 持续 发 展 ,当前 一 个 刻不容缓 的 问题 
是 消除 现代 文化 中 两 种 文化 科学 文化 和 人 文 文化 一 一 之 间 的 隔 阔 ,而 为 加 强 这 两 方 
面 的 交流 和 联系 ,没有 比 大 学 更 合适 的 场所 了 . 只 有 当 两 种 文化 的 隔 头 在 大 学 校园 里 加 以 
弥合 之 后 ,我 们 才能 对 世界 给 出 连贯 而 令 人 信服 的 描述 . 

这 种 要 求 反 映 在 教育 改革 上 就 是 ,素质 教育 正在 成 为 当今 大 学 教育 和 社会 公民 教育 
的 重要 组 成 部 分 . 目的 在 于 培养 学 生 健 全 的 人 格 , 完 善 学 生 的 知识 结构 ,造就 更 多 具有 创 
造 才能 的 复合 型 人 才 . 

数学 作为 一 门 基 础 学 科 , 它 的 一 系列 重大 发 展 都 是 两 种 文化 的 融合 所 创造 出 的 成 果 . 

M. 克 莱 因 (M. Kline,1908 一 1992) 指 出 : 

“数学 是 一 种 精神 ,一 种 理性 精神 . 正 是 这 种 精神 激发 、 促 进 、 鼓 舞 并 驱使 人 类 的 思维 
运转 到 最 完善 的 程度 ,也 正 是 这 种 精神 试图 决定 性 地 影响 人 类 的 物质 .道德 和 社会 生活 ; 
试图 回答 人 类 自身 提出 的 问题 : 努力 去 理解 和 控制 自然 ;尽力 去 探求 和 确立 已 经 获得 的 
知识 的 最 深刻 和 最 完美 的 内 涵 .” 

在 文化 这 一 更 加 广阔 的 背景 下 ,讨论 数学 的 发 展 、 数 学 的 作用 以 及 数学 的 价值 可 以 使 
我 们 对 数学 本 质 的 认识 更 清楚 、 更 深刻 . 


4. 指导 思想 


首先 ,我 们 把 哲学 放 在 指导 的 地 位 . 因为 哲学 可 以 使 我 们 居高临下 高瞻远瞩 地 看 待 
问题 . 它 并 不 告诉 我 们 具体 知识 , 却 教 给 我 们 如 何 思考 . 哲学 的 要 领 在 正确 地 设 问 ,而 不 在 
正确 地 回答 . 正确 地 思考 比 正确 地 回答 更 重要 . 

哲学 与 数学 之 间 的 交互 影响 是 人 类 文化 中 最 深刻 的 部 分 . 德 茅 林 (B. Demollins) 说 得 
好 :“ 没 有 数学 ,我 们 无 法 看 透 哲 学 的 深度 ;没有 哲学 ,人 们 也 无 法 看 透 数学 的 深度 ;而 没 
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有 两 者 ,人 们 什么 也 看 不 透 . ”哲学 为 人 类 文明 提供 了 理性 精神 ,而 对 理性 精神 贯彻 最 彻底 
的 是 数学 . 数学 中 提出 的 问题 又 促进 了 哲学 的 发 展 . 数学 历史 上 的 三 次 危机 都 与 哲学 难 分 
难 解 . 

其 次 ,数学 史上 的 重大 里 程 碑 是 本 书 的 重要 组 成 部 分 . 数学 史 为 我 们 提供 了 广阔 而 真 
实 的 背景 ,为 数学 整体 提供 了 一 个 概貌 ,使 不 同 的 数学 课程 的 内 容 互 相 联 系 起 来 ,并 且 与 
数学 思想 的 主干 联系 了 起 来 . 这 是 理解 数学 的 内 容 、 方 法 和 意义 ,培养 学 生 鉴 赏 力 和 创造 
力 的 最 好 方法 , 它 能 使 学 生 摸 到 数学 发 展 的 脉搏 ,而 从 历史 分 离 出 来 的 教学 法 深刻 地 影响 
着 对 数学 的 理解 和 数学 的 发 展 . 这 就 是 数学 素养 ,对 中 国 的 数学 教育 尤为 重要 . 民族 的 整 
体 数 学 素养 不 提高 ,就 出 现 不 了 大 数学 家 . 

庞 加 莱 (J. H. Poincare，1854 一 1912) 说 :“ 若 想 预 见 数 学 的 未 来 ,正确 的 方法 是 研究 
他 的 历史 和 现状 . ”法 国人 类 学 家 斯 特 劳 斯 说 :“ 如 果 他 不 知道 来 自 何 处 , 那 就 没有 人 知道 
他 去 向 何方 . ”数学 史 对 专业 数学 家 和 未 来 的 数学 家 都 有 帮助 ,历史 背景 很 重要 . 现代 数学 
已 经 出 现 了 成 百 上 千 个 分 支 , 全 能 数学 家 已 很 难 出 现 . 为 了 能 够 了 解数 学 的 重大 问题 和 目 
标 , 从 而 能 对 数学 的 主流 作出 贡献 ,最 稳妥 的 办 法 也 许 就 是 要 对 数学 的 过 去 成 就 .传统 和 
目标 有 一 定 的 了 解 , 以 使 自己 的 工作 能 进入 有 成 果 的 渠道 ,并 建立 长 期 的 发 展 路 线 . 

通常 数学 教科 书 所 介绍 的 只 是 数学 的 片段 . 它们 给 出 一 个 系统 的 逻辑 叙述 ,使 人 们 产 
生 了 这 样 的 错觉 ,似乎 数学 家 们 理所当然 地 从 定理 到 定理 ,他 们 能 克服 任何 困难 . 这 对 于 
培养 真正 的 富有 创造 力 的 数学 家 是 不 利 的 . 讲 点 数学 中 ,使 学 生 们 看 到 ,在 科学 发 展 中 出 
现 的 真相 ,这 样 才 能 学 到 真知 . 

再 次 ,数学 文化 是 人 类 文化 中 最 深刻 的 部 分 之 一 . 讲述 数学 文化 对 人 类 文明 的 影响 是 
本 书 的 重要 任务 之 一 .我 们 要 讲述 数学 对 自然 科学 、 社 会 科学 与 艺术 的 影响 . 这 个 影响 正 
在 沿 着 深度 和 广度 两 个 方向 扩展 . 数学 在 经 济 学 中 的 应 用 已 是 众所周知 的 事情 . 心理 学 、 
历史 学 .考古 学 .语言 学 .社会 学 等 学 科 也 正在 广泛 地 使 用 数学 . 学 生 在 大 学 期 间 就 应 当知 
道 ,未 来 的 科学 将 向 什么 方向 进展 ,这 些 科 学 需要 什么 样 的 新 知识 和 新 工具 ,数学 在 他 们 
的 学 术 生 涯 中 将 起 到 什么 样 的 重要 作用 . 

最 后 ,方法论 . 方 法 论 构成 本 书 的 另 一 个 重要 内 容 . 近代 方法 论 起 源 于 培根 (F. Bacon， 
1561 一 1626) 和 笛 卡 儿 (R. Descartes，1596 一 1650). 培根 提倡 归纳 法 , 笛 卡 儿 提 倡 演 绎 法 . 
他 们 的 方法 论 对 近代 科学 的 发 展 起 了 重大 的 推动 作用 . 数学 方法 论 是 一 个 数学 与 哲学 的 
交叉 领域 ,其 目的 在 于 研究 数学 发 现 和 发 明 的 原则 ,并 由 此 领悟 其 他 学 科 的 发 明 原 则 . 它 
既 涉 及 数学 内 容 本 身 的 辨证 性 质 , 也 涉及 人 类 思维 过 程 的 辨证 性 质 .方法 论 学 得 好 ,可 以 
使 人 由 愚笨 变 聪明 ,由 弱者 变 强 者 ,由 低 水 平 达 到 高 水 平 ,使 思维 规范 化 ,从 而 提高 学 习 和 
工作 效率 ,走向 创新 之 路 . 
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1. 五 个 质 不 同 的 时 期 


数学 史 大 致 可 以 分 为 五 个 质 不 同 的 时 期 .精确 地 区 分 这 些 阶段 是 不 可 能 的 ,因为 每 一 
个 阶段 的 本 质 特征 都 是 在 前 一 阶段 中 酝酿 形成 的 . 

第 一 个 时 期 一 一 数学 形成 时 期 . 这 是 人 类 建立 最 基本 的 数学 概念 的 时 期 . i 
开始 逐渐 建立 了 自然 数 的 概念 ,简单 的 计算 法 ,认识 了 最 简单 的 几何 形式 , 像 直线 、 圆 、 角 、 
长 度 .面积 等 ,并 逐步 地 形成 了 理论 与 证 明之 间 的 逻辑 关系 的 “纯粹 ”数学 . 站 与 于 何 有 
没有 分 开 ,彼此 紧密 地 交错 着 . 

第 二 个 时 期 一 一 初等 数学 , 即 常数 数学 的 时 期 . 这 个 时 期 的 最 基本 的 、 最 简单 的 成 果 
构成 现在 中 学 数学 的 主要 内 容 . 这 个 时 期 从 公元 前 5 世纪 开始 ,也 许 更 早 一 些 , 直 到 17 世 
纪 , 大 约 持 续 了 两 千年 . 这 个 时 期 逐渐 形成 了 初等 数学 的 主要 分 支 : 算术 、 几 何 、 代 数 、 
三 角 ， 

这 时 的 几何 学 以 现实 世界 中 的 形 的 关系 为 主要 研究 对 象 . 它 的 主要 成 果 就 是 欧 几 里 
得 的 (几何 原本 》 及 其 延续 《几何 原本 》 把 几何 学 的 研究 推 到 了 高 度 系统 化 和 理论 化 的 境 
界 ,使 得 人 们 对 于 空间 的 认识 和 理解 在 深度 上 和 广度 上 都 大 大 前 进 了 一 步 ,这 是 整个 人 类 
文明 发 展 史 上 最 辉煌 的 一 页 . 

代数 学 则 研究 数 的 运算 .这 里 的 数 指 自然 数 、 有 理 数 、 无 理 数 ,并 开始 包含 虚数 . 解 方 
程 的 学 问 在 这 个 时 期 的 代数 学 中 居中 心地 位 . 

第 三 个 时 期 变量 数学 的 时 期 .从 17 世纪 开始 的 数学 的 新 时 期 
期 ,可 以 定义 为 数学 分 析出 现 与 发 展 的 时 期 . 

变量 数学 建 oa 1637 年 笛 卡 儿 的 著作 《几何 学 》 中 . 这 本 书 
莫 定 了 解析 儿 何 的 基础 , 它 一 出 现 ,变量 就 进入 了 数学 ,从 而 运动 进入 了 数学 . 恩格斯 
指出 : 


-变量 数学 时 


“数学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 . 有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 ;有 了 变数 ,辩证 法 进 
入 了 数学 ;有 了 变数 ,微分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 的 了 ……… 和 

在 这 个 转折 以 前 ,数学 中 占 统治 地 位 的 是 常量 ,而 在 这 之 后 ,数学 转向 研究 变量 了 . 

变量 数学 发 展 的 第 二 个 决定 性 步 又 是 牛顿 (1. Newton，1642 一 1727) 和 莱 布 尼 欧 
(G. W. Leibniz, 1646 一 1716) 在 17 世纪 后 半 叶 建立 了 微 积分 . 

微 积分 的 重要 性 ” 微 积 分 是 人 类 智慧 最 伟大 的 成 就 之 一 ,现代 社会 正 是 从 微 积分 的 
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镍 生 开始 的 . 

微 积分 使 人 类 第 一 次 有 了 如 此 强大 的 工具 , 它 使 得 局 部 与 整体 .微观 与 宏观 .过 程 与 
状态 .瞬间 与 阶段 的 联系 更 加 明确 . 使 我 们 既 可 以 居高临下 ,从 整体 角度 考虑 问题 ,又 可 以 
析 理 入 微 ,从 微分 角度 考虑 问题 . 

微 积 分 是 人 类 智力 的 伟大 结晶 . 它 给 出 一 整套 的 科学 方法 ,开创 了 科学 的 新 纪元 ,并 
因此 加 强 与 加 深 了 数学 的 作用 . 恩格斯 说 : 

“在 一 切 理论 成 就 中 ,未 必 再 有 什么 像 17 世纪 下 半 叶 微 积分 的 发 现 那样 被 看 做 人 类 
精神 的 最 高 胜利 了 . 如 果 在 菜 个 地 方 我 们 看 到 人 类 精神 的 纯粹 的 和 唯一 的 功绩 , 那 就 正 是 
在 这 里 ;” 

有 了 微 积 分 ,人 类 才 有 能 力 把 握 运 动 和 过 程 ; 有 了 微 积 分 ,就 有 了 工业 革命 ;有 了 大 工 
业 生 产 , 也 就 有 了 现代 化 的 社会 .航天 飞机 、 宇 宙 飞 船 等 现代 化 交通 工具 都 是 微 积分 的 直 
接 后 果 . 数学 一 下 子 走 到 了 前 台 . 

微 积分 已 成 为 现代 人 的 基本 素养 . 解析 几何 与 微 积分 已 部 分 地 进入 中 学 . 

第 四 个 时 期 公理 化 数学 时 期 . 19 世纪 初 ,数学 发 生 了 质 的 变化 ,开始 了 从 变量 数 
学 向 公理 化 数学 的 过 渡 . 主要 体现 在 下 面 几 个 方面 : 

数学 的 研究 对 和 象 发 生 了 质 的 变化 .在 19 世纪 之 前 ,数学 本 质 上 只 涉及 两 个 常识 性 的 
概念 : 数 和 形 . 此 后 数学 的 研究 范围 大 大 地 扩展 了 ,数学 不 必 把 自己 限制 于 数 和 形 , 数 学 
可 以 有 效 地 人 研究 任何 事物 ,例如 ,向 量 、 和 矩阵 、 变 换 、 运 动 等 ,而 这 些 事物 常常 以 某 种 方式 与 
数 和 形 发 生 关 联 . 

数学 与 现实 世界 的 关系 也 发 生 了 质 的 变化 . 这 之 前 ,经 验 是 公理 的 唯一 来 源 , 实 际 上 ， 
当时 只 有 一 套 公理 体系 一 一 欧 氏 几何 学 的 公理 体系 ;这 之 后 ,数学 开始 有 意识 地 背离 经 
验 . 这 之 前 ,数学 研究 经 验 世 界 , 那 时 只 存在 一 种 几何 学 一 一 欧 氏 几何 学 ;这 之 后 ,数学 研 
究 可 能 世界 ,出 现 了 多 种 几何 学 : 欧 氏 几何 学 、 双 曲 几何 学 .椭圆 几何 学 .拓扑 学 等 . 人 类 
的 思维 可 以 自由 创造 新 的 公理 体系 . 

数学 的 抽象 程度 进入 更 高 的 阶段 . 数学 常常 被 看 做 逻辑 过 程 ,并 不 与 哪个 特别 的 事物 
相关 . 这 就 引出 了 20 忆 纪 初 罗素 (E. S. Russell，1872 一 1970) 的 数学 定义 : 

数学 可 以 定义 为 这 样 一 门 学 科 : 我 们 不 知道 在 其 中 我 们 说 的 是 什么 ,也 不 知道 我 们 
说 的 是 否 正确 

数学 家 不 知道 自己 所 说 的 是 什么 ,因为 纯 数 学 与 实际 意义 无 关 ; 数 学 家 不 知道 自己 所 
说 的 是 否 正 确 , 因 为 作为 一 个 数学 家 ,他 不 去 证 实 一 个 定理 是 否 与 物质 世界 相符 ,他 只 问 
推理 是 否 正确 . 

数学 的 真理 性 ”在 古代 ,数学 被 认为 是 客观 真理 . 这 种 真理 观 一 直 保 持 到 19 世纪 . 
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我 们 来 看 看 当时 的 著名 哲学 家 是 如 何 看 待 这 个 问题 的 . 英国 哲学 家 霍 布 斯 ( 工 Hobbes， 
1588 一 1679) 说 :“ 数 学 知识 是 真理 . ”洛克 (J. Lock，1632 一 1704) 强 调 , 数 学 知识 是 普 
遍 的 、 绝 对 的 .确定 不 移 的 和 意义 重大 的 . 康德 (I. Kant，1724 一 1804) 上 断言 ,所 有 的 数学 
公理 和 定理 都 是 真理 .但 是 到 19 世纪 ,由 于 非 欧 几何 学 的 诞生 ,危机 出 现 了 : 欧 几 里 得 
几何 学 是 真理 吗 ? 三 角形 的 内 角 和 是 不 是 180"? 我 们 生活 的 世界 是 欧 氏 的 ,还 是 非 欧 
的 ? 进而 ,数学 是 客观 真理 吗 ? 此 后 数学 家 不 再 关心 数学 命题 的 真理 性 ,而 只 关心 数学 
理论 的 相 容 性 . 

归 因 于 三 大 领域 的 变化 ”在 19 世纪 30 年 代 到 40 年 代 , 数 学 基本 上 包含 三 大 领域 . 
代数 .分 析 和 几何 (概率 论 与 数理 统计 虽 已 有 相当 程度 的 发 展 ,但 远 不 能 和 这 三 个 领域 分 
庭 抗 礼 ). 这 三 个 领域 都 发 生 了 质 的 变化 ,开始 了 向 公理 化 数学 的 转变 . 冒 着 过 于 简化 的 危 
险 ,我 们 把 变化 的 起 因 总 结 如 下 : 

几何 学 的 解放 是 由 欧 氏 几何 的 第 五 公设 引起 的 ; 

代数 的 解放 是 由 四 元 数 的 诞生 引起 的 ; 

分 析 的 严密 化 是 由 第 二 次 数学 危机 引起 的 . 

对 物理 学 的 影响 ”我们 生活 的 世界 是 欧 氏 的 ,还 是 非 欧 的 ?这 个 问题 数学 家 可 以 不 
关心 ,但 是 物理 学 家 不 能 不 关心 . 我 们 知道 ,大 约 在 两 千 四 百年 中 , 欧 几 里 得 几何 学 成 为 任 
何 物理 学 的 必要 基础 . 怀特 海 (A. N. Whitehead, 1861 一 1947) 说 : 

“现在 我 们 知道 , 它 是 错误 的 ,但 这 是 一 个 具有 伟大 意义 的 错误 .” 

上 述 错误 把 物理 学 推 向 前 进 ,直到 19 世纪 末 . 可 是 到 19 世纪 末 , 它 阻碍 了 物理 学 的 进步 . 
正 是 非 欧 几何 学 ,为 新 物理 学 的 诞生 开辟 了 道路 . 没有 非 欧 几何 学 ,就 不 会 有 爱 因 斯 坦 
(A. Einstein，1879 一 1955) 的 相对 论 . 

欧洲 人 世界 观 的 巨大 变化 ” 巧 得 很 ,这 个 年 代 也 正 是 欧洲 人 的 世界 观 发 生 巨 大 变化 
的 年 代 . 19 世纪 初 ,人 们 还 对 《创世纪 》 里 上 帝 创 造 世 界 的 记载 深信 不 疑 , 此 后 这 种 信仰 幻 
灭 了 . 

头 一 个 挑战 来 自 英 国 地 质 学 家 赖 尔 (C. Lyell，1797 一 1875) 的 地 质 学 著作 . 赖 尔 描述 
了 地 球 的 变动 过 程 并 非 是 一 次 形成 的 ,完全 不 是 神 只 的 创造 结果 . 他 表明 了 地 质 的 变动 过 
程 发 生 在 亿 万 年 里 ,形成 了 高 山 和 峡谷 . 世界 的 创造 是 一 个 长 久 的 过 程 , 而 不 是 片刻 间 的 
奇迹 ,世界 的 变化 应 归 因 于 物理 的 性 质 . 

第 二 个 挑战 来 自 达 尔 文 (C. R. Darwin，1809 一 1882). 达尔 文 石破天惊 地 宣称 :“ 人 类 
和 猿 猴 有 共同 的 祖先 . "在 一 次 行动 里 造 出 人 类 的 假说 突然 被 功 涤 . 达尔 文 的 进化 论 改 变 
了 生命 的 意义 . 人 们 曾 相 信 上 帝 创 造 人 类 ,并且 给 人 类 安排 了 目的 和 计划 . 忽然 之 间 , 人 类 
变 成 了 盲目 的 ,随机 的 、 自 发 的 自然 过 程 的 结果 ,这 给 欧洲 人 的 心理 带 来 极其 巨大 的 震撼 . 
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人 类 忽然 发 现 自 己 漂 泊 在 一 个 漫 无 目的 的 小 小 星球 上 . 

第 五 个 时 期 一 一 信息 数学 时 期 . 计算 机 的 诞生 和 广泛 使 用 使 数学 进入 了 一 个 新 的 时 
代 . 几乎 同时 ,信息 论 和 控制 论 也 诞生 了 ,数学 迎 来 了 一 个 新 高 潮 ， 

言 息 时 代 , 就 是 以 计算 机 来 代替 原来 由 人 来 从 事 的 信息 加 工 的 时 代 . 由 于 计算 机 的 应 
用 ,需要 数学 更 加 自觉 ,更 加 广泛 地 深入 到 人 类 活动 的 一 切 领域 “数学 工作 ”的 含义 已 经 发 生 深 
刻 的 变化 . 信息 加 工时 代 的 数学 工作 包括 数学 研究 工作 ,数学 工程 工作 和 数学 生产 工作 . 

数学 研究 工作 有 了 新 的 含义 . 数学 模型 具有 更 大 的 意义 . 

数学 工程 是 指 需 要 有 数学 知识 、 数 学 训练 的 人 来 从 事 的 信息 工程 . 计算 机 的 软件 工程 
就 是 一 类 数学 工程 ,但 不 限于 此 ,机 器 证 明 也 属于 数学 工程 . 

数学 生产 是 实现 数学 工程 ,形成 产品 的 工作 ,就 是 软件 生产 . 

由 于 数学 工程 和 数学 生产 的 发 展 ,建立 数学 模型 的 工作 有 了 更 为 广泛 的 需要 . 并且， 
离散 数学 处 于 更 加 重要 的 地 位 . 


2， 四 个 高 峰 期 


从 前 面 的 论述 可 以 看 出 ,在 整个 数学 史上 出 现 了 四 个 高 峰 期 : 

(1) 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 的 诞生 . 数学 从 经 验 的 积累 变 成 了 一 门 理论 科学 ,数学 科 
学 形成 了 . 

(2) 解析 几何 与 微 积分 的 诞生 . 这 使 人 们 在 认识 和 利用 自然 规律 方面 大 大 地 前 进 一 
步 , 使 力学 .物理 学 有 了 强 有 力 的 工具 . 引起 了 整个 科学 的 繁荣 . 

(3) 公理 化 的 数学 诞生 于 19 世纪 末 与 20 世纪 初 ,数学 进入 成 熟 期 : 巩固 了 自身 的 基 
础 ,并 发 现 了 自身 的 局 限 性 . 

(4) 与 计算 机 结合 的 当代 数学 进入 更 加 广阔 的 领域 ,并 影响 到 人 类 文明 的 一 切 领 域 ， 
数学 进入 新 的 黄金 时 代 . 


3. 七 次 飞跃 


数学 不 只 是 算法 和 证 明 , 它 分 出 了 层次 . 数学 思想 的 发 展 ,数学 领域 的 扩大 呈现 了 七 
次 大 的 飞 牙 . 每 次 飞 距 都 是 新 思想 、 新 概念 的 诞生 ,是 人 类 对 数学 的 认识 又 提高 到 一 个 新 
的 阶段 . 值得 注意 的 是 ,凡是 数学 史上 的 新 进展 都 是 数学 教学 上 的 难点 和 重点 . 

从 经 验 几 何 到 演绎 几何 的 飞跃 “从 几何 学 的 朴素 概念 长 度 .面积 和 体积 到 几何 定理 
的 出 现 , 再 从 几何 定理 到 公理 体系 ,这 中 间 有 两 次 大 的 飞跃 . 这 就 是 欧 氏 几 何 的 诞生 . 

从 数字 运算 到 符号 运算 的 飞跃 ”这 就 是 从 算术 到 代数 学 的 发 展 ,发 生 在 16 世纪 到 
17 世纪 . 数学 的 抽象 思维 提高 到 了 一 个 新 的 高 度 . 数学 符号 的 诞生 到 今天 不 到 四 百年 ,但 
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是 它 大 大 地 促进 了 数学 的 发 展 . 

从 常量 数学 到 变量 数学 的 飞跃 ”这 就 是 微 积分 的 诞生 . 这 对 科学 技术 的 发 展 带 来 了 
根本 性 的 影响 . 可 以 说 是 现代 世界 和 古代 世界 的 分 水 岭 . 最 突出 的 是 航天 时 代 的 到 来 和 信 
息 时 代 的 到 来 . 

从 研究 运算 到 研究 结构 的 飞跃 ”这 主要 体现 在 抽象 代数 学 的 诞生 ,发 生 在 19 世纪 . 
这 使 得 数学 的 研究 对 象 超越 了 数 和 形 的 藩篱 ,从 而 研究 更 加 广泛 的 对 象 . 

从 必然 性 数学 到 或 然 性 数学 的 飞跃 ”这 就 是 概率 论 和 统计 学 的 诞生 . 虽然 这 两 门 学 
科 诞 生得 相当 早 , 但 它们 的 成 熟 发 展 却 是 在 20 世纪 . 这 个 学 科 促 使 人 们 的 思考 方式 发 生 
了 新 的 飞 牙 ,使 传统 的 一 一 对 应 的 因果 关系 转变 为 以 统计 学 做 基础 . 这 深刻 地 影响 了 理论 
与 经 验资 料 相互 联系 的 方式 , 它 给 人 类 活动 的 一 切 领域 带 来 了 一 场 革命 ,而 且 改 变 了 我 们 
的 思考 方法 . 

从 线性 到 非 线性 的 飞跃 “ 非 线 性 科学 的 诞生 和 发 展 是 在 20 世纪 . 混沌 学 的 诞生 是 一 
个 重要 标志 . 混沌 是 指 , 由 定律 支配 的 无 定律 状态 . 数学 家 梅 (K. O. May，1915 一 1977) 在 
1976 年 说 : 

“不 仅 学 术 界 ,而 且 在 日 常 的 政治 学 界 和 经 济 学 界 里 ,要 是 更 多 的 人 认识 到 ,简单 的 系 
统 不 一 定 具有 简单 的 动力 学 性 质 ,我 们 的 状况 会 更 好 些 .” 

从 明晰 数学 到 模糊 数学 的 飞跃 ”出 现在 20 世纪 . 

当 我 们 综观 数学 思想 这 些 飞 路 发 展 的 时 候 , 我 们 会 有 沧海 桑田 之 感 . 正 像 一 个 修仙 
人 ,若干 年 后 回 到 自己 的 家 乡 ,发 现 一 切 都 变 了 : 

惟有 门 前 鉴 池 水 ,春风 不 改 旧 时 波 . 
我 们 会 感到 , 旧 的 课本 合 上 了 .我 们 在 学 校 所 学 的 知识 ,已 经 随 着 新 的 发 明和 发 现 而 变 得 
陈旧 了 .“ 科 学 所 带 来 的 最 大 变化 是 变化 的 激烈 程度 . 科学 所 带 来 最 新 奇 的 事 是 它 的 新 奇 
程度 . ”所 以 ,我 们 面临 的 现实 是 : 

请 君 莫 奏 前 朝 曲 , 听 唱 新 翻 杨柳 枝 . 


8 3 数学 的 特点 与 教育 价值 


1， 数 学 的 特点 

数学 区 分 于 其 他 学 科 的 明显 特点 有 三 个 : 第 一 是 它 的 抽象 性 ,第 二 是 它 的 精确 性 ,第 
三 是 它 的 应 用 的 极端 广泛 性 . 

抽象 性 ”抽象 不 是 数学 独 有 的 特性 ,任何 一 门 科学 都 具有 这 一 特性 . 因此 , 单 是 数学 
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概念 的 抽象 性 还 不 足以 说 尽数 学 抽象 的 特点 . 数学 抽象 的 特点 在 于 : 第 一 ,在 数学 的 抽象 
中 只 保留 量 的 关系 和 空间 形式 而 舍弃 了 其 他 一 切 ; 第 二 ,数学 的 抽象 是 一 级 一 级 逐步 提高 
的 ,它们 所 达到 的 抽象 程度 大 大 超过 了 其 他 学 科 中 的 一 般 抽 象 ;第 三 ,数学 本 身 几 乎 完全 
周旋 于 抽象 概念 和 它们 的 相互 关系 的 圈子 之 中 . 如 果 自 然 科 学 家 为 了 证 明 自 己 的 论断 常 
常 求助 于 实验 ,那么 数学 家 证 明定 理 只 需 用 推理 和 计算 . 这 就 是 说 ,不 仅 数学 的 概念 是 抽 
象 的 .思辨 的 ,而 且 数 学 的 方法 也 是 抽象 的 .思辩 的. 

数学 的 抽象 性 帮助 我 们 抓 住 事物 的 共性 和 本 质 . 维 纳 (N. Wiener，1894 一 1964) 说 : 
“数学 让 人 们 抓 住 本 质 而 忽略 非 本 质 的 东西 .数学 也 容许 人 们 在 不 同 的 领域 提出 相同 的 问 
题 ,而 不 必 关 于 某 一 特定 专业 领域 . 对 那些 视野 开阔 、 敏 感 严谨 的 数学 家 而 言 ,数学 无 疑 是 
发 现 和 发 明 的 工具 .” 

抽象 的 点 只 有 位 置 ,没有 大 小 ;抽象 的 线 只 有 长 度 , 没 有 宽度 .不管 我 们 多 么 小 心地 使 
用 圆规 ,我 们 也 画 不 出 理想 的 圆 .但 是 ,这 并 不 影响 我 们 对 数学 进行 的 研究 ,我 们 正 是 利用 
粗糙 图 形 进 行 精 确 推理 的 . 在 这 个 意义 上 : 

放学 是 用 粗糙 图 形 进行 精确 推理 的 艺术 . 

关于 抽象 的 作用 ,数学 家 辛 富 (J. Singh) 说 :“ 数 学 之 所 以 能 够 以 令 人 吃惊 的 程度 深入 到 
科学 和 技术 的 每 一 个 分 支 中 去 ,其 原因 在 于 数学 的 思想 是 纯粹 抽象 的 ,而 抽象 化 正 是 科学 和 
技术 的 主要 动力 . 数学 越 是 远离 现实 ( 即 走向 抽象 ), 它 就 越 靠近 现实 . 因为 不 管 它 显得 多 么 
抽象 , 它 归根 到 底 还 是 从 某 些 现实 范围 中 抽象 出 来 的 ,一 定 的 本 质 特征 的 具体 表现 .” 

数学 的 抽象 性 帮助 我 们 抓 住 事物 的 共性 和 本 质 . 正 是 数学 的 抽象 性 使 得 数学 能 够 处 
理 种 类 众多 的 问题 ,如 空间 的 和 运动 的 ,机 会 的 和 概率 的 ,艺术 的 和 文学 的 ,音乐 的 和 建筑 
的 ,战争 的 和 政治 的 ,食物 的 和 医药 的 ,遗传 的 和 继承 的 ,人 类 思维 的 和 电脑 的 ,等 等 . 

抽象 的 男 一 个 作用 是 不 断 地 对 日 益 扩 大 的 数学 知识 总 体 进行 简化 和 统一 化 . 

数学 的 精确 性 表现 在 数学 定义 的 准确 性 、 推 理 和 计算 的 逻辑 严格 性 和 数学 结论 的 确 
定 无 疑 与 无 可 争辩 性 . 当然 ,数学 的 严格 性 不 是 绝对 的 一成不变 的 ,而 是 相对 的 .发展 着 
的 ,这 正体 现 了 人 类 认识 逐渐 深化 的 过 程 . 

数学 中 的 严谨 推理 和 一 丝 不 荀 的 计算 ,使 得 每 一 个 数学 结论 都 是 牢固 的 .不 可 动摇 
的 . 这 种 思想 方法 不 仅 培 养 了 科学 家 ,而 且 它 也 有 助 于 提高 人 的 科学 文化 素质 , 它 是 全 人 
类 共同 的 精神 财富 . 

爱 因 斯 坦 说 :“ 为 什么 数学 比 其 他 一 切 科学 受到 特殊 的 尊重 ? 一 个 理由 是 , 它 的 命题 
是 绝对 可 靠 的 和 无 可 争辩 的 ,而 其 他 一 切 科 学 的 命题 在 某 种 程度 上 都 是 可 争辩 的 ,并 且 经 
常 处 于 被 新 发 现 的 事物 推翻 的 危险 之 中 …… 数学 之 所 以 有 高 声誉 ,还 有 一 个 理由 , 那 就 是 
数学 给 精密 自然 科学 以 某 种 程度 的 可 靠 性 ,没有 数学 ,这些 科学 是 达 不 到 这 种 可 靠 性 的 .” 


83 ”数学 的 特点 与 教育 价值 


数学 应 用 的 极其 广泛 性 也 是 它 
的 特点 之 一 . 正 像 已 故 著 名 数学 家 华 
罗 庚 教授 曾 指 出 的 : 宇宙 之 大 ,粒子 
之 微 ,火箭 之 速 ,化 工 之 巧 ,地 球 之 
变 , 生 物 之 谜 ,日 用 之 繁 ,数学 无 处 不 
在 ,凡是 出 现 “ 量 ”的 地 方 就 少不了 用 
数学 ,研究 量 的 关系 、 量 的 变化 、 量 的 
变化 关系 、 量 的 关系 的 变化 等 现象 都 
少不了 数学 . 数学 之 为 用 贯穿 到 一 切 
科学 部 门 的 深 处 ,而 成 为 它们 的 得 力 
助手 与 工具 ,缺少 了 它 就 不 能 准确 地 
刻画 出 客观 事物 的 变化 ,更 不 能 由 已 华罗庚 在 学 习 (1983 年 ) 
知 数据 推出 其 他 数据 ,因而 就 减少 了 科学 的 预见 性 . 

N. 布 特 勒 说 :“ 现 代数 学 ,这 个 最 令 人 惊叹 的 智力 创造 ,已 经 使 人 类 心灵 的 目光 穿 过 
无 限 的 时 间 , 使 人 类 心灵 的 手 延伸 到 了 无 边 无 际 的 空间 .” 


2. 数学 的 教育 价值 


首先 ,数学 的 抽象 性 使 得 数学 问题 的 解决 伴随 着 困难 . 在 解决 数学 问题 的 过 程 中 ,使 
学 生体 验 到 挫折 和 失败 ,而 这 正 是 研 研 意志 和 打磨 心理 品质 的 绝 好 时 机 . 愈 挫 愈 奋 , 百 折 
不 挠 的 良好 心理 素质 不 会 在 温室 中 形成 . 如 果 学 生 在 学 校 里 没有 尝 尽 为 求解 问题 而 奋斗 
的 喜 怒 衣 乐 , 填 么 数学 教育 就 在 一 个 重要 的 地 方 失败 了 . 

其 次 ,数学 的 严密 性 和 精确 性 可 以 使 学 生 在 将 来 的 工作 中 减少 随意 性 . 英国 律师 至 今 
要 在 大 学 中 学 习 许 多 数学 知识 ,并 不 是 律师 工作 要 多 少数 学 ,而 是 出 于 这 样 一 种 考虑 : 经 
过 严格 的 数学 训练 可 以 使 人 养 成 一 种 独立 思考 而 又 客观 公正 的 办 事 风 格 和 严谨 的 学 术 品 
格 . 数学 教育 是 培养 学 生 诚信 观念 的 重要 渠道 之 一 . 在 数学 课 上 形成 的 诚信 观 是 持久 的 ， 
根深 蒂 固 的 . 苏联 数学 家 辛 饮 (A. Y. Khinchin, 1894 一 1959) 说 :“ 数 学 教学 一 定 会 慢 慢 地 
培养 青年 人 树立 起 一 系列 具有 道德 色彩 的 特性 ,这 种 特性 中 包括 正直 和 诚实 .” 

再 次 ,数学 是 思想 的 体操 . 进行 数学 推导 和 演算 是 锻炼 思维 的 智力 操 . 这 种 锻炼 能 够 
增强 思维 本 领 ,提高 抽象 能 力 . 迎 辑 推理 能 力 和 辩证 思维 能 力 ,培养 思维 的 灵活 性 和 批判 
性 . 思维 的 灵活 性 表现 在 不 受 思 维 定式 的 束缚 ,能 迅速 地 调整 思维 方向 ,并 善于 从 旧 的 或 
传统 的 思维 轨道 上 跳出 来 ,另辟蹊径 . 数学 中 的 一 题 多 解 是 培养 思维 灵活 性 的 有 效 途 径 . 
思维 的 批判 性 是 指 , 对 论证 和 解答 提出 自己 的 看 法 . 数学 中 常用 的 反 证 法 和 构造 反例 是 思 
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维 批判 性 的 具体 表现 . 

数学 不 仅仅 是 一 种 工具 , 它 更 是 一 个 人 必 备 的 素养 . 它 会 影响 一 个 人 的 言行 .思维 方 
式 等 各 个 方面 .一 个 人 ,如 果 他 不 是 以 数学 为 终身 职业 ,那么 他 的 数学 素养 并 不 表现 在 他 
能 解 多 难 的 题 , 解 题 有 多 快 , 数 学 能 考 多 少 分 ,关键 在 于 他 是 否 真正 领会 了 数学 的 思想 , 数 
学 的 精神 ,是 否 将 这 些 思想 融会 到 他 的 日 常生 活 和 言行 中 去 . 日 本 的 米 山 国 藏 说 :“ 我 搞 
了 多 年 的 数学 教育 ,发 现 学 生 们 在 初中 ,高 中 接受 的 数学 知识 因 毕 业 了 进入 社会 后 ,几乎 
没有 什么 机 会 应 用 这 些 作 为 知识 的 数学 ,所 以 通常 是 出 校门 不 到 一 两 年 就 很 快 忘掉 了 . 然 
而 ,不 管 他 们 从 事 什么 业务 工作 , 唯 有 深 深 铭刻 于 头脑 中 的 数学 精神 ,数学 的 思维 方法 , 研 
究 方法 和 着 眼 点 等 ,都 随时 随地 发 生 作用 ,使 他 们 受益 终身 .” 

数学 还 有 另外 的 作用 . 数学 家 狄 尔 曼 说 :“ 数 学 能 集中 、 强 化 人 们 的 注意 力 ,能够 给 人 
以 发 明 创 造 的 精细 和 着 慎 的 谦虚 精神 ,能 够 激发 人 们 追求 真理 的 勇气 和 信心 …… 数学 更 
能 锻炼 和 发 挥 人 们 独立 工作 的 精神 .” 

数学 已 成 为 现代 人 的 基本 素养 . 


34 如 何 学 
我 们 只 谈论 几 个 重要 方面 ,而 非 全 面 论述 . 
1， 鉴赏 力 


鉴别 真 与 假 ,好 与 坏 , 美 与 丑 , 重 要 与 不 重要 ,基本 与 非 基 本 ,这 本 身 就 非常 重要 .有 鉴 
别 力 的 学 生 会 区 分 主 次 ,自然 学 得 好 . 鉴赏 力 可 以 在 学 习 过 程 


中 逐渐 加 以 培养 . 对 学 生 而 言 , 在 学 习 数学 的 过 程 中 ,要 使 自 “一 ~ 
K 少 学 
己 做 到 四 理解 ， ae 
理解 数学 的 概念 和 原理 ; 学 习 , 却 没有 宏观 的 看 
理解 数学 的 探究 过 程 ; 法 ,终究 不 能 成 就 大 学 
理解 数学 的 方法 和 用 场 ; 问 .但 有 些 青年 学 者 , 谈 
理解 数学 与 一 般 文化 的 关系 . 玄 论 道 , 自 以 为 高 人 一 
2. 致 广大 而 尽 精 微 等 , 却 没有 踏实 功夫 , 终 
we de | 究 也 是 一 场 空 . 
E 国 维 在 (人 间 词 话 》 中 说 :“ 诗 人 对 宇宙 人 生 , 须 人 乎 其 下 


内 ,又 须 出 乎 其 外 . 入 乎 其 内 , 故 能 写 之 ;出 乎 其 外 , 故 能 观 之 
入 乎 其 内 , 故 有 生气 ;出 平 其 外 , 故 有 高 致 .” 


A 


a 
» 


§4 如 何 学 


任何 一 门 课 的 学 习 都 要 从 整体 和 局 部 两 个 方面 人 手 . 既 重 视 整体 又 重视 细节 ,还 要 重 
视 部 分 与 部 分 的 联系 .柏拉图 (Plato, 公 元 前 427 一 前 347) 说 : 

“我 认为 ,只 有 当 所 有 这 些 研究 提高 到 彼此 互相 结合 .互相 关联 的 程度 ,并 且 能 够 对 它 
们 的 相互 关系 得 到 一 个 总 括 的 成熟 的 看 法 时 ,我 们 的 研究 才 算 是 有 意义 的 ,否则 便 是 白 
费力 气 , 毫 无 价值 .” 

在 学 习 中 ,力争 做 到 , 既 有 分 析 又 有 综合 . 在 微观 上 重 析 理 , 明 其 幽 微 ; 在 宏观 上 看 结 
构 , 通 其 大 意 . 

就 今天 的 教育 状况 而 言 , 整 体 观念 更 为 重要 . 事实 上 ,对 于 任何 一 门 科学 的 正确 概念 ， 
都 不 能 从 有 关 这 门 科学 的 片段 中 形成 ,即使 这 些 片段 足够 广泛 . 记 住 : 水 泥 和 砖 不 是 宏伟 
的 建筑 . 整体 总 是 大 于 部 分 的 总 和 . 印度 诗人 泰戈尔 说 : 

“采摘 花 关 ,你 将 无 法 得 到 一 条 美丽 的 鲜花 .” 


3. 澄 其 源 而 清 其 流 


在 整个 中 小 学 时 代 ,数学 慌 怕 是 我 们 最 花 力气 的 一 门 学 科 , 许 多 同学 学 得 很 被 动 , 究 
其 原因 可 能 有 两 条 : 一 是 对 数学 的 重要 性 认识 不 足 , 二 是 对 数学 缺乏 兴趣 . 弥补 的 一 种 办 
法 是 学 点 数学 史 , 明 历史 之 变 . 明 变 的 方法 有 三 : 一 日 求 因 , 二 日 明 变 ,三 日 评价 . 

求 因 一 一 上 渊 以 求 之 ,看 问题 是 如 何 提出 的 . 

明 变 一 一 重 理 其 脉络 ,考察 概念 的 演变 史 ,方法 的 进步 史 . 

评价 一 一 作 警 策 精辟 之 言 ,评价 理论 的 本 质 、 意 义 和 局 限 性 . 我 们 的 教材 缺少 中 肯 的 
评价 ,而 没有 评价 就 没有 理解 . 

还 要 注意 的 一 点 是 ,历史 因素 与 逻辑 因素 的 配合 . 没有 历史 ,就 不 清楚 事件 的 意义 ; 没 
有 好 得 ,就 不 清楚 事件 的 结构 . 因而 ,我 们 要 : 

析 古 今 之 异同 , 穷 义理 之 精微 ,明理 论 之 结构 ， 


4. 循序 渐进 


循序 渐进 就 是 按部就班 地 学 , 它 可 以 给 你 扎实 的 基础 ,这 是 做 出 创造 性 工作 的 开始 . 
学 习 好 比 仆 梯子 ,要 一 步 一 步 地 来 . 你 想 快 些 , 一 脚 跨 四 五 步 , 非 掉 下 来 不 可 . 特别 是 学 数 
学 ,一定 要 由 浅 和 人 深 , 循 序 渐进 . 对 数学 的 基本 概念 基本 原理 、 基 本 计算 技能 ,一 定 要 牢固 
掌握 ,熟练 运用 . 切忌 好 高 车 远 , 贺 轿 知 束 ,前 面 还 不 清楚 就 急于 看 后 面 ,结果 是 欲 速 则 不 达 ， 
还 得 回来 补课 . 要 记 住 , 越 是 基本 的 东西 越 重要 , 越 是 基本 的 东西 越 有 用 , 越 要 求 你 花 力气 . 
要 勤学 ,勤学 如 春日 之 草 , 不 见 其 增 而 日 有 所 长 . 
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5. 第 卡 儿 的 方法 论 


日 本 物理 学 家 汤 川 秀 树 在 (人 类 的 创造 ) 中 说 :“ 在 考察 关 
于 科学 家 的 创造 性 时 ,可 知 做 出 创造 性 工作 的 科学 家 有 很 多 . 
但 是 ,其 创造 性 的 工作 是 如 何 完 成 的 呢 ? 我 们 的 创造 性 工作 到 
底 是 怎样 的 呢 ? 如 何 去 做 的 话 就 能 得 到 创造 性 的 成 果 呢 ? 迄 
今 为 止 , 对 于 这 些 问题 进行 过 深刻 的 自我 反省 ,并 将 自己 的 观 
察 结 果 留 给 后 人 的 情况 几乎 没有 . 笛 卡 儿 对 这 些 问 题 的 自我 思 
考 ,都 作为 非常 珍贵 的 资料 保留 下 来 .” 

笛 卡 儿 是 法 国 哲 学 家 和 数学 家 ,是 近代 思想 的 开山 祖师 ， 
他 还 发 明了 解析 几何 . 他 在 著名 的 《方法 谈 》 的 开头 两 章 说 明了 
他 的 思想 历程 和 他 在 23 岁 时 所 达到 和 开始 应 用 的 方法 . 他 所 
处 的 时 代 正 是 近代 科学 革命 的 开始 ,是 一 个 涉及 方法 的 伟大 时 
期 . 在 这 个 时 代 , 人 们 认为 ,发 展 知识 的 原理 和 程序 比 智慧 和 洞 
察 力 更 重要 . 方法 容易 使 人 掌握 ,而 且 一 旦 掌握 了 方法 ,任何 人 
都 可 以 发 现 或 找到 新 的 真理 . 这 样 , 真 理 的 发 现 不 再 属于 具有 
特殊 才能 或 超常 智慧 的 人 们 .第 卡 儿 在 介绍 他 的 方法 时 说 : 

“我 从 来 不 相信 我 的 脑子 在 任何 方面 比 普通 人 更 完善 .” 


笛 卡 儿 的 著作 是 
西方 中 世纪 结束 的 一 
个 标志 ,显示 了 近代 哲 
学 的 开始 . 笛 卡 儿 想 通 
过 检验 给 人 类 的 知识 
找 出 坚实 的 基础 ,在 这 
个 基础 上 构筑 人 类 求 
知 的 全 部 框架 .他 设计 
了 一 种 方法 : 怀疑 的 方 
法 . 笛 卡 儿 力 图 剥 去 一 
切 事物 可 能 引起 质疑 
的 外 皮 , 力 图 找 出 确 浊 
的 不 容 置疑 的 东西 . 


箭 卡 儿 的 哲学 是 理性 主义 哲学 ,根据 他 的 理性 哲学 我 们 可 以 借助 推理 达到 真理 ,这 对 


学 数学 当然 是 关键 的 . 


经 过 精心 的 构思 ,他 列 出 四 条 原则 ,这 四 条 原则 是 最 先 完整 表达 的 近代 科学 的 思想 方 


法 ,其 大 意 是 : 
(1) 只 承认 完全 明晰 清楚 ,不 容 怀 疑 的 事物 为 真实 ; 
(2) 分 析 困 难 对 象 到 足够 求解 的 小 单位 ; 


(3) 从 最 简单 .最 易 懂 的 对 象 开始 ,依照 先后 次 序 ,一 步 一 步 地 达到 更 为 复杂 的 对 象 ; 


(4) 列举 一 切 可 能 ,一 个 不 能 漏 过 . 


笛 卡 儿 确 信 ,仿效 数学 发 现 中 的 成 功 方法 ,将 会 引出 其 他 领域 的 成 功 发 现 ， 
马克 思 在 《资本 论 ) 的 第 一 卷 第 二 版 的 《 跋 》 中 写 了 他 写 《 资 本 论 ) 的 指导 思想 : 


(1) 排除 不 可 靠 的 说 法 ; 
(2) 将 资本 分 解 到 最 简单 的 单位 


商品 ,再 剖析 其 中 的 价值 和 劳动 ; 


(3) 从 此 开始 一 步 步 引 向 最 复杂 的 资本 主义 的 社会 结构 及 其 运转 ; 


(4) 任何 一 点 也 不 漏 过 . 


84 如 何 学 | 


马克 思 使 用 的 方法 正 是 笛 卡 儿 的 方法 . 记 住 : 
让 复杂 的 东西 简单 化 ,让 简单 的 东西 习惯 化 . 


6. 以 简 驭 繁 


我 们 把 笛 卡 儿 的 方法 归结 为 两 步 : 第 一 步 是 化 繁 为 简 , 第 二 步 是 以 简 驭 繁 . 化 繁 为 简 
这 一 步 最 重要 ,通常 用 两 种 方法 : 

(1) 将 复杂 问题 分 解 为 简单 问题 ; 

(2) 将 一 般 问题 特殊 化 . 

化 繁 为 简 这 一 步 做 得 好 ,由 简 回 归 到 繁 ,就 容易 了 . 


7. 从 师 .读书 与 讨论 


这 是 获得 真知 的 必由之路 . 

从 师 “” 韩 愈 说 :“ 师 者 ,所 以 传道 、. 受 业 、 解 惑 也 . ”常言 道 , 名 师 出 高 徒 . 名 师 可 以 迅速 
地 把 你 领 到 前 沿 , 让 你 做 出 有 价值 的 工作 . 这 就 是 为 什么 人 们 要 考 北 大 清华 ,上 哈佛 剑桥 . 

读书 ” 记 住 四 句 话 : 精 其 选 , 解 其 言 , 知 其 意 , 明 其 理 . 

精 其 选 . 选 好 书 . 培根 说 :“ 有 些 书 可 供 一 尝 , 有 些 书 可 以 和 天 下 ,有 不 多 几 部 书 则 应 当 
咀嚼 消化 .” 

解 其 言 .学 数学 一 定 要 把 概念 学 好 ,对 定义 要 逐 字 逐 句 地 理解 

知 其 意 . 知道 定理 的 来 源 、 含 义 及 用 途 . 

明 其 理 . 对 定理 要 会 证 明 ,知道 它 在 整个 理论 中 的 地 位 . 对 理论 要 融会 贯通 . 

讨论 。 人才 常常 是 集体 成 长 . 同学 们 在 一 起 讨论 会 共同 成 长 .历史 上 最 著名 的 例子 是 
布尔 巴 基 学 派 . 

尼 古 拉 ， 布 尔 巴 基 (Nicolas Bourbaki) 不 是 一 个 人 ,而 是 一 群 数学 家 ,他 们 大 都 是 法 
国人 . 这 个 生动 活泼 .丰富 多 彩 的 群体 在 1935 年 成 立 . 他 们 的 主要 贡献 是 通过 巨著 《数学 
原理 》 对 数学 提供 了 新 视野 . 布尔 巴 基 主 要 是 发 明 “ 数 学 结构 ”的 概念 ,并 用 它 概括 过 去 的 
大 部 分 数学 乃至 开创 新 的 数学 分 支 , 形 成 了 20 世纪 的 数学 主流 . 


8. 验证 与 总 结 


最 后 一 步 是 总 结 学 习 的 经 验 和 收获 . 这 是 极其 重要 的 一 步 ,但 常常 被 人 们 所 忽略 . 笛 
长 儿 说 : 

“我 所 解决 的 每 一 个 问题 都 将 成 为 一 个 范例 ,以 用 于 解 其 他 问题 .” 
他 还 说 : 
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“如 果 我 在 科学 上 发 现 了 什么 新 的 真理 ,我 总 可 以 说 它们 是 建立 在 五 六 个 已 成 功 解 决 
的 问题 上 ;它们 可 以 看 成 是 五 六 次 战役 的 结果 ,在 每 次 战役 中 ,命运 之 神 总 跟 我 在 一 起 .” 

请 用 心 琢磨 上 面 引 用 的 笛 卡 儿 的 两 句 话 ,并 向 他 学 习 ， 

成 功 地 解 出 一 个 题 之 后 ,细心 揣摩 一 下 解 的 方法 ,回顾 一 下 你 所 做 过 的 一 切 .看 看 困 
难 的 实质 是 什么 ? 哪 一 步 最 关键 ? 什么 地 方 你 还 可 以 改进 ? 你 能 给 出 另 一 个 解法 吗 ? 你 
能 把 这 里 的 方法 用 到 其 他 问题 吗 ? 举一反三 的 本 领 就 是 这 么 练 出 来 的 . 如 果 你 没有 将 它 
提供 的 方法 加 以 总 结 和 提高 ,那么 你 就 只 解决 了 一 个 具体 问题 , 那 是 “ 捡 了 芝麻 , 丢 了 西瓜 ”. 
反 过 来 ,如 果 你 做 任何 问题 都 能 举一反三 ,你 的 能 力 就 会 明显 提高 ,你 的 知识 会 成 倍增 长 . 


9. 刻苦 努力 一 一 不 受 一 番 冰 霜 若 , 哪 有 梅花 放 清 香 


人 们 通过 读书 获取 知识 ,提高 能 力 ,这 是 读书 的 目的 . 其 本 身 是 在 一 定 环境 下 的 自我 
训练 的 系统 工程 ,因而 必须 符合 客观 规律 . 读书 讲求 方法 是 为 了 遵从 客观 规律 ,而 不 是 取 
巧 . 要 记 住 ,刻苦 用 功 是 读书 有 成 的 最 基本 的 条 件 . 古今 中 外 , 概 莫 能 外 . 

马 殉 思 说 :“ 在 科学 上 是 没有 平坦 的 大 道 可 走 的 ,只 有 那些 在 崎 嵌 的 攀登 上 不 避 劳 苦 
的 人 , 才 有 和 布 望 到 达 光 辉 的 顶点 . 愉 中 庸 ) 指 出 :“ 人 一 能 之 ,已 百 之 ;人 十 能 之 , 己 千 之 . 果 
能 此 道 矣 , 虽 轧 必 明 , 虽 柔 必 强 .” 

要 爱惜 时 间 . 提高 时 间 利用 率 就 等 于 延长 生命 . 俄国 诗人 马尔 夏 克 关于 时 间 的 一 首 诗 
写 得 很 好 : 


我 们 知道 ,时 间 有 虚实 和 长 短 ， 
全 看 人 们 赋予 它 的 内 容 怎 样 . 
它 有 时 停滞 不 前 ， 


有 时 空 自 流逝 1 二 生生 和 到 称 的 
多 少 小 时 ,多 少 日 子 ， 课本 都 丢 了 3 笔记 都 烧 
光阴 都 是 虚度 . 了 ,为 准备 考试 而 记 在 
纵然 我 们 每 天 的 时 间 心中 的 各 种 细节 全 部 
完全 一 样 ， 忘记 时 , 剩 下 的 东西 ， 
但 是 , 当 你 把 它 放 在 天 平 上 ， 才 是 你 学 到 的 . 

就 会 发 现 : 芭 
有 些 钟头 异常 短促 ， 人 
有 些 分 秒 竟然 很 长 . 


讲求 方法 ,刻苦 学 习 , 不 断 地 超越 自己 . 


令 仿 


Ss 数学 文化 的 源头 


世界 上 曾经 存在 21 种 文明 ,但 只 有 和 希腊 文化 转变 成 了 今天 的 工业 文明 , 究 
其 原因 , 乃 是 数学 在 希腊 文明 中 提供 了 工业 文明 的 要 素 . 
汤 因 上 比 


古 希 腊 人 屹立 于 我 们 大 部 分 学 术 的 最 前 端 ,他 们 的 思想 至 今 影 响 着 我 们 ,他 
们 的 问题 经 过 延展 仍然 是 我 们 需要 解决 的 问题 . 
罗素 
希腊 的 文化 是 第 一 个 以 知识 第 一 一 一 自由 探究 精神 至 上 为 基础 的 文化 . 没 
有 任何 主题 ,他 们 不 敢 去 研究 ;没有 任何 问题 ,他 们 认为 超出 理性 的 范围 .对 于 一 
个 以 前 从 未 认识 到 的 范围 ,理智 高 于 信仰 ,逻辑 和 科学 高 于 迷信 ， 


地 理 位 置 与 历史 分 期 ” 古 希 腊 并 不 构成 一 个 国家 ,而 是 一 种 文明 . 古 希 腊 的 世界 (图 
2-1) 并 不 限于 今天 称 做 “希腊 ?的 那 部 分 ,而 是 东部 扩展 到 爱 奥 尼 亚 ( 土 耳 其 的 西部 ) ,西部 
扩展 到 意大利 南部 和 西西 里 ,南部 扩展 到 亚历山大 (埃及 ). 爱 奥 尼 亚 地 区 的 一 个 城市 米利 
都 是 希腊 哲学 .数学 和 科学 的 诞生 地 . 古 希 腊 受 到 了 巴比伦 和 埃及 文明 的 巨大 影响 . 米利 
都 是 滨 临 地 中 海 的 一 个 富庶 的 商业 大 城 ,商业 与 文化 交流 极其 方便 . 公元 前 540 年 左右 ， 
爱 奥 尼 亚 地 区 落 入 波斯 人 之 手 , 但 仍 允 许 米利 都 保持 一 些 独 立 性 . 在 公元 前 494 年 爱 奥 尼 
亚 人 反抗 波斯 人 的 起 义 被 镇 压 后 , 爱 奥 尼 亚 的 地 位 就 衰落 了 . 当 希 腊 人 在 公元 前 479 年 打 
败 波斯 后 , 爱 奥 尼 亚 又 成 为 希腊 的 领土 ,但 文化 活动 区 便 移 到 了 希腊 本 土 , 雅 典 则 成 为 其 
活动 中 心 . 在 亚历山大 称 大 帝 之 后 (公元 前 331 年 ), 科 学 中 心 转 到 了 亚历山大 ,一 直到 公 
元 500 年 . 

数学 的 进程 在 很 大 程度 上 取决 于 历史 的 进程 . 希腊 的 历史 进程 把 希腊 的 数学 史 分 成 
了 两 段 时 期 : 一 段 是 从 公元 前 600 年 到 公元 前 300 年 的 古典 时 期 ;一 段 是 从 公元 前 300 年 


18 |. 
”第 2 章 数学 文化 的 源头 


古典 时 代 的 东 地 中 海 
8. 雅典 15. 米利 都 
9. 斯 塔 盖 拉 “16. 拜占庭 
10. 阿布 德 拉 17. 罗 得 岛 
11. 狄 罗斯 18. 尼 多 斯 
12. 希 俄 斯 19. 珀 加 
13. 萨摩 斯 20. 亚历山大 
14. 别 加 摩 21. 西 耶 纳 


图 2-1 


到 公元 500 年 的 亚历山大 时 期 ,或 称 希腊 化 时 期 . 
3 1 数学 文化 的 源头 


讲 数学 文化 必须 从 源头 开始 ,讲述 它 的 源 与 流 . 数学 作为 一 个 独立 的 知识 体系 ,起 源 
于 古 希腊 . 现代 数学 取得 了 不 容 置 疑 的 巨大 进展 , 远 远 超过 古 希 腊 人 当时 达到 的 水 平 ,但 
是 从 古 希 腊 人 的 智慧 中 ,从 导致 他 们 产生 自己 见解 的 渊源 中 ,我 们 仍然 可 以 直接 得 到 某 些 
启示 . 

对 于 “数学 是 什么 ?”“ 为 什么 要 研究 数学 ?” 以 及 “如 何 研究 数学 ?” 这 样 一 些 深层 次 的 
问题 ,我们 的 思想 有 没有 取得 真正 的 进步 ,这 是 一 个 值得 深思 和 反省 的 问题 . 所 以 我 们 要 
不 时 地 回顾 历史 的 进程 . 


82 ”希腊 人 的 哲学 观 及 其 影响 ， 


希腊 人 对 人 类 文明 的 贡献 是 什么 呢 ? 

一 种 精神 一 一 理性 精神 . 希腊 人 敢于 正视 自然 . 他 们 据 弃 了 传统 观念 .愚昧 和 迷信 ,对 
自然 采取 了 一 种 全 新 的 态度 . 这 种 态度 是 理性 的 .批判 的 和 反 宗 教 的 . 他 们 深信 ,自然界 是 
按理 性 设计 的 . 这 种 设计 虽然 不 为 人 的 行为 所 影响 ,但 却 能 被 人 的 思维 所 理解 . 

一 种 信念 一 一 万 物 皆 数 也 . 宇宙 是 以 数学 方式 设计 的 ,借助 数学 知识 人 类 可 以 充分 地 
认识 它 . 这 是 一 个 极为 大 胆 的 猜测 ,是 一 个 宏伟 的 、 影 响 极 为 深远 的 猜测 . 

取得 可 理解 的 规律 的 决定 性 的 一 步 是 数学 知识 的 应 用 .希腊 人 言 中 了 后 来 被 证 实 两 
条 极为 重要 的 信条 : 第 一 ,自然 界 是 按照 数学 原理 构成 的 ;第 二 ,数学 关系 决定 、 统 一 并 显 
示 了 自然 的 秩序 . 

一 个 样板 一 一 欧 几 里 得 几何 学 . 它 为 人 类 的 科学 推理 作出 了 示范 ,告诉 人 们 ,如 何以 
简 驭 每 .由 易 到 难 ,一 门 科学 的 理论 该 如 何 整理 ， 

此 后 ,理性 精神 就 成 为 人 类 探索 宇宙 奥秘 的 精神 支柱 ,成 为 人 类 抗争 宗教 .迷信 的 强 
大 动力 和 源泉 .在 理性 精神 的 支撑 和 鼓舞 下 ,人 们 开始 以 数学 为 工具 来 探索 我 们 生存 的 
世界 . 


8 2 和 希腊 人 的 哲学 观 及 其 影响 


1. 数学 的 真理 性 


数学 是 否 具 有 真理 性 ?” 这 种 真理 性 能 否 被 认识 ? 对 于 这 两 个 问题 ,希腊 人 的 回答 是 
肯定 的 . 他 们 的 真理 观 是 : 数学 定理 就 是 客观 真理 . 特别 地 , 欧 氏 空间 就 是 我 们 生存 的 物 
理 空 间 , 欧 氏 几 何 的 定理 就 是 关于 我 们 生存 空间 的 真理 . 

这 种 真理 观 几 乎 为 当时 和 其 后 的 所 有 哲学 家 、 数 学 家 和 科学 家 所 接受 ,并 为 那个 时 代 
的 所 有 理智 的 人 所 接受 . 这 种 真理 观 持续 了 两 千 多 年 ,直到 19 世纪 上 半 叶 才 被 动 播 . 


2. 柏拉图 与 亚 里 土 多 德 


我 们 先 看 拉 斐 尔 (Raffaello，1483 一 1520) 的 名 画 《 雅 典 学 院 》( 彩 图 1). 这 幅 画 语意 深 
刻 , 它 是 古 希 腊 “ 哲 学 殿堂 ”的 思想 体现 . 殿堂 中 心 的 两 个 人 物 是 柏拉图 和 亚 里 士 多 德 . 柏 
拉 图 左 臂 的 腋 下 夹 着 ( 带 迈 乌 斯 篇 》, 而 右手 的 食指 指 天 . 正如 安 。 夏 泰 尔 指出 的 :“ 柏 拉 
图 的 手指 表明 了 最 终 的 方向 : 从 数学 到 音乐 ,从 音乐 到 宇宙 的 和 谐 , 再 从 宇宙 的 和 谐 到 理 
念 的 神圣 秩序 . ”而 亚 里 士 多 德 一 手 拿 着 ( 逮 辑 学 》 另 一 只 手指 向 人 间 . 

“万 物 丝 数 也 ”的 思想 是 公元 前 6 世纪 ,和 希腊 哲学 家 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras, 公 元 前 
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584 一 前 496) 提 出 的 . 毕 达 哥 拉 斯 认为 : 数学 是 宇宙 的 钥匙 ,数学 规律 是 宇宙 布局 的 精 禾 . 
柏拉图 继承 和 发 展 了 这 种 思想 ,但 柏拉图 的 学 生 亚 里 士 多 德 却 站 在 他 们 的 对 立 面 . 这 种 争 
论 一 直 持续 到 今天 . 

柏拉图 相信 有 两 个 世界 : 

一 个 看 得 见 的 世界 一 一 一 个 感觉 的 世界 ,一 个 “见解 ”的 世界 . 

一 个 智慧 的 世界 一 一 一 个 感觉 之 外 的 世界 ,一 个 “真知 ”的 世界 . 
柏拉图 认为 ,物质 世界 的 事物 和 联系 是 不 完美 的 、 变 化 的 和 
衰退 的 ,因此 ,它们 不 能 代表 终极 真理 .但 是 有 一 个 绝对 不 变 
的 真理 的 理想 世界 , 正 是 这 个 世界 为 哲学 家 们 所 关注 . 一 匹 
马 , 一 间 房 屋 , 或 画 在 石头 上 的 三 角形 , 随 着 时 间 的 流逝 ,总 
会 消灭 的 ,所 以 ,永恒 的 知识 只 能 从 纯粹 的 理想 的 形式 中 获 
得 . 这 些 知 识 是 稳固 的 .永恒 的 . 

柏拉图 认为 ,这 个 世界 是 数学 化 的 . 只 有 从 理想 世界 的 
数学 知识 中 ,才能 理解 现实 世界 的 实在 性 和 可 知性 . 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 认 为 ,数字 是 事物 内 在 固有 的 ;而 柏拉图 认为 ,数字 
超越 了 事物 . 柏拉图 比 毕 达 哥 拉 斯 学 派 更 进 了 一 步 , 他 不 仅 
希望 用 数学 来 理解 自然 界 , 而 且 要 用 数学 取代 自然 界 . 按 此 
观点 ,数学 将 取代 物理 研究 . 他 认为 ,只 要 对 物理 世界 做 明 察 
秋 训 的 观察 ,从 中 抽出 基本 真理 ,然后 就 可 以 任 理 性 进行 研究 了 . 此 后 自然 界 就 不 复 存 在 ， 
而 只 有 数学 了 . 他 对 天 文学 的 态度 最 明显 地 表现 了 这 种 思想 : 日 月 星辰 的 运行 诚然 美妙 
无 比 。 但 仅仅 对 这 些 运动 做 些 观察 和 解释 远 不 是 真正 的 天 文学 .要 知道 真正 的 天 文学 , 必 
须 先 “把 天 放 在 一 边 ”, 因 为 真正 的 天 文学 是 研究 数学 天 空 里 的 真 星 运动 . 这 种 理论 天 文学 
只 能 为 心智 所 领悟 ,而 不 能 为 肉眼 所 观察 一 一 只 能 赏 心 ,而 不 能 悦目 ! 

柏拉图 认为 ,数学 世界 处 于 感觉 的 世界 和 真知 的 世界 之 间 . 它 有 双重 作用 . 数学 世界 
不 仅 是 真实 世界 的 一 部 分 ,而 且 能 帮助 心灵 去 认识 永恒 . 柏拉图 在 (共和国 》 第 七 篇 中 说 : 
“几何 会 把 灵魂 引 向 真理 ,产生 哲学 精神 …… 

亚 里 士 多 德 是 柏拉图 的 学 生 , 他 批判 了 柏拉图 . 他 的 名 言 是 : 看 爱 吾 师 , 吾 尤 爱 真理 . 
他 相信 物质 的 东西 是 实在 的 主体 和 源泉 . 他 是 物理 学 家 ,主张 科学 只 有 研究 具体 的 世界 才 
能 获得 真理 . 他 用 “常识 ”的 观点 代替 “理想 ”的 观点 . 亚 里 土 多 德 这 样 表述 : 

知识 是 感觉 的 结果 :“ 如 果 我 们 不 能 感觉 任何 事情 ,我 们 将 不 能 学 会 或 弄 懂 任何 事 
情 :无 论 我 们 何 时 何 地 思考 什么 事情 ,我 们 的 头脑 必然 是 在 同一 时 间 使 用 着 那 件 事情 的 
概念 . ” 


柏拉图 
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自然 的 世界 是 一 个 真实 的 世界 . 

亚 里 士 多 德 认 为 ,不 能 把 “ 数 ” 看 成 一 种 独立 于 感性 事物 的 真实 存在 . 数学 对 象 只 是 一 
种 抽象 的 存在 ,是 人 类 抽象 思维 的 结果 ,是 我 们 思想 上 将 它们 分 离开 来 进行 研究 的 . 

那么 ,数学 摆 在 什么 地 位 呢 ? 亚 里 士 多 德 认为 ,物理 科学 是 研究 自然 的 基本 科学 , 数 
学 是 它 的 工具 ,帮助 物理 描述 形状 和 数量 方面 的 性 质 . 他 把 物理 和 数学 严格 地 区 分 开 来 ， 
给 数学 以 较 低 的 地 位 . 

总 之 ,柏拉图 以 智慧 开路 , 亚 里 土 多 德 以 对 自然 的 观察 开路 . 柏拉图 的 领悟 是 数学 式 
的 ,摆脱 与 自然 事物 的 关系 ,用 概念 处 理 问题 . 亚 里 士 多 德 的 领悟 是 科学 的 ,建立 在 知觉 、 
观察 和 调查 的 基础 上 . 这 两 类 重要 的 思想 家 发 展 了 对 世界 求知 的 途径 ,直到 今天 同样 


3. 柏拉图 . 亚 里 士 多 德 与 西方 文化 


柏拉图 主张 ,存在 着 一 个 物质 世界 一 一 地 球 及 其 上 的 万 物 ,通过 感官 我 们 能 够 感觉 到 
这 个 世界 . 同时 ,还 存在 着 一 个 精神 的 世界 ,一 个 像 真美 .正义 、 善 .智慧 等 的 非 尘世 的 理 
念 世 界 . 要 想 超 凡 入 圣 , 从 物质 世界 的 知识 上 升 到 理念 世界 ,人 们 必须 思 学 兼备 ,日 耕 不 
辍 . 数学 是 完成 这 一 目标 的 理想 方法 .一 方面 ,数学 属于 感觉 世界 ,数学 知识 与 地 球 上 的 实 
体 有 关 , 它 本 身 是 物质 性 质 的 一 种 表示 . 男 一 方面 ,从 理念 论 的 角度 去 考虑 ,数学 的 确 与 它 
考虑 的 实体 有 区 别 , 因 为 在 进行 论证 时 ,物质 的 含义 必须 剔除 ,例如 ,几何 学 上 的 点 ,只 有 
位 置 ,没有 大 小 . 数学 思维 使 心灵 抛弃 对 可 感知 和 易 失 的 事物 的 思考 ,而 转向 对 永恒 事物 
的 沉思 . 数学 就 净化 了 人 的 心灵 ,达到 了 对 真 、 善 .美的 理解 . 

柏拉图 的 理念 说 对 基督 教 的 发 展 有 着 极其 巨大 的 影响 . 早期 的 基督 教 思 想 家 使 用 一 
个 世界 在 另 一 个 世界 之 外 的 概念 一 一 理想 世界 给 予 我 们 现实 世界 以 价值 和 意义 一 一 用 于 
发 展 基 督 教 关于 天 堂 世界 的 概念 . 柏拉图 对 灵魂 的 肯定 ,对 肉体 的 漠视 ,把 物质 看 成 低劣 
的 东西 , 曾 是 基督 教 对 基督 教徒 进行 重要 的 思想 训练 的 理论 依据 ,并 贯穿 于 基督 教 的 整个 
历史 . 

柏拉图 这 种 理念 论 也 深 深 地 影响 了 西方 的 文学 . 法 国 著名 作家 十 果 在 《 克 伦 威 尔 ) 序 
言 中 说 : 

“生命 有 两 种 ,一 种 是 暂时 的 ,一 种 是 不 朽 的 ,一 种 是 尘世 的 ,一 种 是 天 国 的 …… 就 像 
两 条 曲线 的 公 切 点 .” 

著名 文艺 理论 家 泰 纳 (H. A. Taine, 1828 一 1893) 在 《英国 文学 史 ) 序 言 中 说 : 

“ 当 你 用 你 的 眼睛 去 观察 一 个 看 得 见 的 人 的 时 候 , 你 在 寻找 什么 呢 ? 你 是 在 寻找 那个 
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看 不 见 的 人 . 你 所 听 到 的 谈话 ,你 所 看 见 的 各 种 行动 和 事实 ,例如 他 的 姿势 、 他 的 头 部 的 转 
动 ,他 所 穿 的 衣服 ,都 只 是 一 些 外 表 ; 在 它们 的 下 面 还 出 现 某 种 东西 …… 一 个 隐藏 在 外 部 
人 的 下 面 的 内 部 的 人 .” l 

亚 里 土 多 德 相信 “不 动 的 推动 者 ”的 存在 , 它 遥 远 而 不 变 , 是 它 把 变化 转嫁 给 世界 . 世 
间 万 物 的 变化 , 亚 里 土 多 德 强调 ,产生 于 对 “不 动 的 推动 者 ”完美 特性 的 热爱 和 欲望. 基督 
教会 把 亚 里 士 多 德 *“ 不 动 的 推动 者 ”引申 为 基督 教 的 上 帝 . 若干 世纪 后 , 亚 里 士 多 德 的 哲学 
被 当做 中 世纪 神学 的 竟 基 石 . 


8 3 古代 希腊 的 天 文学 


古 希腊 的 天 文学 是 数学 的 一 个 分 支 . 
1. 早期 的 地 心 说 


埃及 人 和 巴比伦 人 对 天 空 做 了 周密 的 观察 和 记录 ,积累 了 许多 有 用 的 资料 .但 他 们 仅 
仅 是 观察 者 ,而 超越 观察 事实 ,寻求 统一 的 天 体 运 动 理论 ,揭示 出 现象 背后 的 模式 ,完全 是 
男 一 回 事 . 这 一 步 是 由 希腊 人 迈 出 的 ,这 的 确 是 一 大 进步 . 毕 达 哥 拉 斯 已 经 认识 到 大 地 是 
球形 的 .柏拉图 认为 ,只 有 通过 数学 才能 理解 现实 的 世界 . 

天 体现 象 是 壮丽 的 .迷人 的 ,也 是 难 解 的 . 为 什么 会 出 现 日 食 和 月 食 ? 天 空中 绝 大 部 
分 星星 是 由 东 往 西 运 行 , 但 也 有 些 “ 漫 游 者 ”由 西向 东 运 行 ,有 时 会 暂停 ,又 由 东 向 西 后 退 
一 小 段 距离 ,又 暂停 ,最 后 又 开始 向 东 运 行 .这 些 问题 提 到 了 古 希 腊 科 学 家 的 面前 . 

柏拉图 向 他 的 学 院 提 出 这 样 的 问题 : 设计 一 套数 学 系统 ,使 之 既 适 合 行星 所 有 系统 
的 运动 ,同时 也 能 解释 所 观察 到 的 不 规则 的 运动 . 

对 柏拉图 的 问题 给 出 解答 的 是 他 的 学 生 欧 多 克 苏 斯 (Eudoxus, 约 公元 前 408 一 前 355). 
欧 多 克 苏 斯 的 学 说 是 地 心 说 . 地 球 位 于 宇宙 的 中 心 , 太 阳 月亮 和 恒星 绕 地 球 运动 . 这 个 学 
说 虽然 粗糙 ,但 却 是 历史 上 第 一 个 重要 的 天 文理 论 . 这 个 理论 建立 了 自然 界 的 数学 秩序 
(图 2-2). 

公元 前 4 世纪 中 期 , 赫 拉 克利 戴 斯 (Heraclides, 公 元 前 388 一 前 315) 提 出 两 个 具有 革 
命 性 的 建议 . 其 一 ,他 认为 地 球 在 运动 . 他 说 ,看 起 来 天 体 似 乎 每 天 在 旋转 ,其 实 是 错觉 ; 事 
实 上 ,地 球 在 运动 ,每 24 小 时 围绕 其 旋转 轴 自 旋 一 周 . 另 一 个 建议 影响 更 为 深远 . 欧 多 克 
苏 斯 的 同心 球 不 能 解释 观测 到 的 天 体 大 小 和 亮度 的 变化 . 赫 拉 克利 戴 斯 指出 了 另 一 条 路 . 
他 提议 ,金星 和 水 星 做 以 太阳 为 中 心 的 圆周 运动 . 如 果 把 这 一 “日 心 ”与 太阳 自身 绕 地 球 的 
圆 形 路 线 结 合 起 来 ,金星 和 水 星 离 地 球 的 距离 将 明显 变化 ,亮度 也 将 明显 变化 . 
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2. 日 心 说 的 提出 


希腊 化 时 期 的 杰出 贡献 是 由 阿里 斯 塔 克 (Aristarchus, 公 元 前 310 一 前 230 年 左右 ) 提 出 
的 日 心 说 . 这 个 学 说 对 于 他 的 时 代 来 说 , 太 超 前 了 ,因而 获得 很 少 的 支持 .阿里 斯 塔 克 还 是 第 
一 个 计算 太阳 和 月 亮 大 小 的 人 .通过 问 “ 多 远 ”“ 多 大 ”, 他 迈 出 了 测量 宇宙 的 第 一 步 . 

3. 第 一 次 科学 大 综合 

希腊 天 文学 在 黑 帕 库 斯 (Hipparchus, 公 元 前 125 年 去 世 ) 和 托 勒 密 (C. Ptolemy, 公 元 
前 168 年 去 世 ) 的 工作 中 达到 了 顶峰 . 

黑 帕 库 斯 注意 到 , 欧 多 克 苏 斯 的 方案 不 能 解释 许多 观察 事实 . 为 替代 欧 多 克 苏 斯 的 方 
案 , 黑 帕 库 斯 假定 ,一 行星 己 沿 着 一 个 圆 的 圆周 以 恒定 的 速度 运动 ,这 个 圆 称 为 本 轮 , 而 
本 轮 的 中 心 Q 沿 着 以 地 球 为 中 心 的 另 一 个 圆周 以 恒定 的 速度 运动 ,这 个 圆周 叫做 均 轮 
(图 2-3). 适当 选取 两 个 圆 的 半径 以 及 Q 和 P 的 速度 ,就 能 得 到 许多 行星 的 准确 描述 . 

在 有 些 天 体 的 情形 中 ,有 必要 用 三 或 四 个 圆 ,其 中 一 个 沿 着 另 一 个 运转 . 

托 勒 密 对 黑 帕 库 斯 理论 做 了 更 精密 的 处 理 . 这 个 理论 在 定量 方面 非常 准确 ,以 致 人 们 
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图 2-3 


把 它 当 做 绝对 真理 . 他 的 主要 著作 是 《天 文学 大 全 》, 后 来 采用 阿拉 伯 语 的 简称 , 称 为 (至 大 
论 》 这 本 书 主导 了 欧洲 天 文学 长 达 一 千 四 百年 之 久 . 

这 个 理论 是 希腊 人 对 柏拉图 将 天 体现 象 理 论 化 问题 做 出 的 最 后 答案 . 它 是 第 一 次 真 
正 伟 大 的 科学 综合 . 

托 勒 密 充 分 认识 到 他 的 理论 只 是 一 种 符合 观察 资料 的 方便 的 数学 描述 ,不 一 定 是 大 自 
然 的 真实 设计 . 他 的 一 条 原则 : 在 解释 现象 的 时 候 ,采用 一 种 能 够 把 各 种 事实 统一 起 来 的 最 
简单 的 假说 , 乃 是 一 条 正路 . 这 条 原则 后 来 却 成 为 用 来 反对 托 勤 密 的 地 心 说 的 主要 武器 . 

然而 , 托 勒 密 的 数学 模型 被 基督 教 世界 接受 为 真理 . 

对 中 世纪 来 说 ,人 在 任何 意义 上 都 是 宇宙 的 中 心 , 进 而 理所当然 地 认为 ,人 所 栖息 的 
地 球 处 于 天 文学 王国 的 中 心 . 

托 勒 密 用 均 轮 和 本 轮 来 解释 月 球 和 行星 的 运动 . 他 前 后 用 了 77 个 圆 ,这 就 是 一 层 又 

- 层 的 大 小 不 同 的 圆 ,每 一 个 圆 在 男 一 个 贺 上 深 动 . 托 勒 密使 一 切 都 荒 范 了 ,因为 它 在 细 

入 上 都 剪裁 得 与 每 一 个 行星 观测 到 的 运动 相符 ,无 法 用 观测 来 推倒 它 . 


84 从 经 验 数学 到 演绎 数学 


数学 是 从 观察 、 实 验 和 归纳 的 方法 走向 演绎 数学 的 . 数学 按照 演绎 方法 进行 组 织 ， 
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84 ”从 经 验 数 学 到 演绎 数学 “ 


先 出 现在 几何 学 中 . 欧 几 里 得 (Euclid, 约 公元 前 330 一 前 275) 的 《几何 原本 是 演绎 法 的 第 
一 个 里 程 碑 . 相对 来 说 ,算术 的 公理 化 就 晚 得 多 了 ,到 19 世纪 末 , 才 有 皮 亚 诺 的 关于 自然 
数 的 五 条 公理 出 现 , 比 几何 学 的 演绎 化 晚 了 两 千 二 百 多 年 . 

几何 学 是 如 何 从 经 验 几 何 学 演变 为 演绎 几何 学 的 呢 ? 

经 验 几 何 学 的 诞生 与 人 类 的 生产 实践 活动 密切 相关 ,西方 的 几何 学 起 源 于 埃及 和 巴 比 
伦 .希腊 的 欧 几 里 得 评论 家 普罗 克 洛 斯 (Proclus, 410 一 485) 这 样 说 :“ 依 据 很 多 的 实证 ,几何 
学 是 埃及 人 创造 的 且 发 生 于 土地 测量 . 由 于 尼罗河 泛滥 ,经 常 冲 毁 界线 ,测量 就 变 成 必要 的 
工作 . 无 可 置疑 ,这 类 科学 和 其 他 科学 一 样 ,都 发 生 于 人 类 的 需要 . 发 生起 来 的 任何 知识 总 是 

从 不 完全 走向 完全 . 它 起 源 于 感性 ,并 逐渐 变 成 我 们 研究 的 对 象 ,最 后 成 为 理性 的 财富 .” 

最 近 的 研究 表明 ,巴比伦 人 的 几何 学 绝 不 亚 于 埃及 人 . 

在 经 验 几 何 阶段 ,人 们 对 现实 空间 的 各 种 物体 的 形状 .性 质 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 
进行 观察 和 实验 ,逐渐 确立 了 空间 的 一 些 基 本 概念 和 基本 性 质 . 经 验 几何 学 主要 有 三 方面 
的 成 就 

(1) 建立 了 几何 学 的 最 基本 的 概念 ,其 中 包括 长 度 、. 角 度 .面积 .体积 等 ; 

(2) 找到 了 几何 学 中 最 基本 的 计算 公式 ,如 面积 公式 ,体积 公式 . 有 些 公式 还 相当 复 
杂 , 如 棱 台 体积 的 计算 公式 .号 形 面积 的 计算 公式 等 ; 

(3) 发 现 了 几何 对 象 的 一 些 本 质 联系 ,如 圆 的 周 长 与 直径 的 比 是 常数 , 即 圆 周 率 . 发 
现 了 几何 学 最 基本 的 定理 一 一 勾 股 定理 . 

这 些 都 成 为 演绎 几何 学 中 用 来 论证 .研究 其 他 的 空间 性 质 和 解决 不 同 的 几何 问题 的 
基础 .需要 进一步 解决 的 问题 是 : 

(1) 形成 证 明 的 思想 ; 

(2) 借助 逻辑 ,将 零散 的 知识 整理 成 严密 的 体系 . 

从 方法 论 的 角度 去 看 ,经 验 几 何 学 是 从 直觉 和 直观 出 发 ,通过 观察 .实验 .归纳 和 分 析 ， 
发 现 几何 问题 ,提炼 几何 思想 ,从 而 发 现 事物 内 在 的 本 质 和 联系 . 这 种 治学 方法 在 几何 学 发 
展 的 不 同 阶段 上 都 起 着 重要 的 作用 . 即使 在 今天 , 它 依然 是 科学 研究 中 不 可 缺少 的 法 宝 . 


2. 希腊 人 对 数学 思想 的 贡献 


希腊 人 对 数学 思想 的 主要 贡献 是 什么 呢 ?” 主 要 有 两 条 : 

(1) 将 数 和 形 抽象 化 ; 

(2) 建立 数学 的 演绎 体系 . 

数 和 形 的 抽象 化 ”希腊 人 对 数学 的 第 一 个 章 越 贡献 是 ,将 数 和 形 抽象 化 . 他 们 为 什么 
这 样 做 呢 ? 显然 ,思考 抽象 事物 比 具 体 事物 困难 得 多 ,但 有 一 个 最 大 的 优点 一 一 获得 了 一 
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般 性 . 一 个 抽象 的 三 角形 定理 ,适用 于 建筑 ,也 适用 于 大 地 测量 . 抽象 概念 是 永恒 的 、 完 美 
的 和 普 适 的 ,而 物质 实体 却 是 短暂 的 、 不 完善 的 和 个 别 的 . 

关于 演绎 体系 ”希腊 人 确 乎 认识 到 知识 有 加 以 演绎 整理 的 需要 . 科学 的 任务 就 是 发 
现 自然 界 的 结构 ,并 把 它 在 演绎 系统 里 表示 出 来 . 柏拉图 是 第 一 个 把 严密 推理 法 则 加 以 系 
统 化 的 人 ,而 通常 认为 他 的 门人 按 逻 辑 次 序 整 理 了 定理 . 亚 里 士 多 德 是 人 类 历史 上 第 一 个 
伟大 的 逻辑 家 . 他 的 《逻辑 学 ?对 后 世 产 生 了 深远 影响 . 特别 地 ,对 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 
的 诞生 起 了 黄 基 的 作用 . 

采用 彻底 的 演绎 法 是 数学 与 其 他 科学 的 分 水 岭 ,是 数学 惊人 力量 的 源泉 . 科学 需要 利 
用 实验 和 归纳 得 出 结论 ,但 科学 中 的 结论 经 常 需要 纠正 ,甚至 会 全 盘 和 否定 . 而 数学 结论 数 
千年 都 成 立 . 例如 , 勾 股 定理 已 有 两 千 多 年 的 历史 , 它 有 一 点 陈旧 感 吗 ? 


3. 汝 绎 几何 的 诞生 


公元 前 7 世纪 ,几何 学 从 埃及 传 到 了 和 希腊. 在 希腊 人 手 里 ,几何 学 发 生 了 质 的 变化 . 柏 
拉 图 说 :“ 无 论 我 们 希腊 人 接受 什么 东西 ,我 们 都 要 将 其 改善 ,并 使 之 完美 无 缺 . "他们 是 
这 么 说 的 ,也 是 这 么 做 的 . 他 们 逐步 由 观察 、 实 验 和 归纳 推进 到 演绎 推理 ,把 几何 学 的 研究 
推 到 了 高 度 系统 化 和 理论 化 的 境界 ,使 得 人 们 对 于 空间 的 认识 和 理解 在 深度 上 和 广度 上 
都 大 大 前 进 了 一 步 . 古 希 腊 的 演绎 几何 学 是 整个 人 类 文明 发 展 史 上 最 辉煌 的 一 页 ,是 全 人 
类 文明 遗产 中 妙用 无 穷 的 瑰宝 . 

演绎 几何 学 的 建立 不 是 一 下 子 完成 的 ,大 约 经 历 了 三 百 多 年 的 时 间 , 中 间 有 许多 杰出 
的 数学 家 和 哲学 家 做 了 大 量 艰巨 的 工作 ,最 后 才 有 欧 几 里 得 的 4 几何 原本 》 的 出 现 . 

十 希腊 第 一 个 哲学 家 和 数学 家 是 米利 都 的 泰勒 斯 (Thales, 约 公元 前 624 一 前 547 ) ， 
被 他 的 同时 代 人 尊 为 “希腊 七 贤 ” 之 一 . 他 曾 到 埃及 旅游 ,并 把 埃及 的 数学 知识 传 到 希腊 . 
通过 波斯 ,他 也 受到 印度 数学 思想 的 影响 . 泰勒 斯 向 几何 学 的 系统 化 迈 出 了 第 一 步 . 他 是 
第 一 个 在 “ 知 其 然 ”? 的 同时 提出 “ 知 其 所 以 然 ” 的 学 者 ,而 被 公认 为 论证 数学 之 父 . 他 极力 主 
张 ,对 几何 学 的 陈述 不 能 凭 直觉 上 的 貌似 合理 就 予以 接受 ,相反 ,必须 要 经 过 严密 的 逻辑 
证 明 . 他 对 几何 学 作出 了 巨大 责 献 , 他 的 主要 贡献 是 ,第 一 个 证 明了 下 列 的 几何 性 质 : 

(1) 一 个 圆 被 它 的 一 个 直径 所 平分 ; 

(2) 三 角形 内 角 和 等 于 两 直角 之 和 ; 

(3) 等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 相等 ; 

(4) 半圆 上 的 圆周 角 是 直角 ; 

(5) 对 顶 角 相等 ; 

(6) 全 等 三 角形 的 角 - 边 - 角 定 理 . 


§4 从 经 验 数学 到 演绎 数学 


这 些 定理 ,埃及 人 和 巴比伦 人 都 已 经 知道 . 泰勒 斯 不 是 第 一 个 发 现 这 些 定理 的 人 ,而 
是 第 一 个 证 明 这 些 定理 的 人 . 这 为 建立 几何 学 的 演绎 体系 迈 出 了 可 贵 的 第 一 步 , 在 数学 史 
上 这 是 一 个 非 同 寻常 的 飞跃 . 这 就 是 前 希腊 数学 与 希腊 数学 的 本 质 区 别 . 

这 样 ,演绎 数学 就 在 希腊 诞生 了 . 

接着 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 贡献 . 毕 达 哥 拉 斯 生活 在 约 公元 前 580 至 公元 前 500 年 期 
间 . 据 信 他 曾 就 学 于 泰勒 斯 , 接 过 学 术 的 火炬 ,他 在 意大利 南部 希腊 居留 地 克 洛 知 成 立 了 
自己 的 学 派 . 数学 研究 的 抽象 概念 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 , 他 们 把 数学 变 成 了 一 门 高 尚 的 
艺术 . 按照 普罗 克 洛 斯 的 说 法 ,只 有 毕 达 哥 拉 斯 学 派 *“ 才 赋予 几何 学 以 现代 的 品质 ,这 是 由 
于 毕 达 哥 拉 斯 以 高 的 观点 观察 了 几何 学 的 原理 ,并 且 用 更 理性 的 而 非 物 质 的 方式 研究 了 
他 的 定理 ”. 下面 的 发 现 属于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 : 

(1) 把 平面 分 成 正 多 边 形 ( 正 三 角形 、 正 方形、 正六 边 形 ) 的 分 割 法 ; 

(2) 二 次 方程 的 几何 解法 (面积 的 应 用 ); 

(3) 与 已 知 多 边 形 等 积 ,与 男 一 多 边 形 相 似 的 多 边 形 的 作法 ; 

(4) 不 可 通 约 的 线段 的 存在 ; 

(5) 五 种 正 多 面体 的 存在 ; 

(6) 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 即 勾 股 定理 ; 

(7) 圆 和 球 的 极 值 性 . 

最 后 一 个 问题 是 等 周 问题 的 萌芽 ,是 现代 变 分 法 的 萌芽 . 

下 一 个 关键 学 派 是 柏拉图 学 派 . 柏拉图 学 派 的 思想 对 欧 几 里 得 产生 过 深刻 的 影响 , 欧 
几 里 得 早年 可 能 就 是 这 个 学 派 的 成 员 . 公元 前 387 年 左右 ,柏拉图 在 雅典 创办 哲学 学 园 ， 
在 这 个 学 园 里 数学 受到 特殊 的 尊敬 . 他 主张 通过 几何 学 培养 逻 
辑 推 理 能 力 , 在 他 的 学 园 的 大 门口 写 着 “不 懂 几 何者 请 幻 人 
内 ”. 他 对 几何 学 的 贡献 ,主要 不 在 于 具体 内 容 , 而 在 于 他 推动 
了 几何 学 体系 的 建立 . 数学 史家 和希 别 尔 克 说 :“ 首 先 可 以 肯定 
地 说 ,为 使 初等 数学 的 系统 建设 具有 精密 性 和 逻辑 完善 性 ,他 
(柏拉图 ) 的 逻辑 教学 有 了 很 大 帮助 ,而 这 两 种 性 质 始 终 成 为 数 
学 的 特色 . 此 外 ,从 一 些 定义 和 几 个 前 提 毫 无 缺陷 地 展开 任何 
系统 ,这 无 疑 是 归功 于 柏拉图 的 .” 

柏拉图 的 门徒 亚 里 士 多 德 是 形式 逻辑 的 黄 基 者 . 他 的 逻辑 
思想 为 日 后 整理 几何 学 体系 创造 了 必要 的 条 件 . 

这 样 一 来 ,从 公元 前 7 世纪 到 公元 前 3 世纪 ,希腊 几何 学 
积累 了 丰富 的 材料 ,公理 化 的 思想 渐 至 成 熟 , 形 成 一 个 严密 化 
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的 几何 学 结构 已 是 呼之欲出 了 . 

欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 的 出 现 是 数学 史上 的 一 个 伟大 的 里 程 碑 . 从 它 刚 问世 起 ,就 受 
到 人 们 的 高 度 重视 . 在 西方 世界 ,除了 《圣经 ?以 外 没有 其 他 著作 的 作用 、 研 究 .印行 之 广泛 
能 与 4 几何 原本 》 相 比 . 自 1482 年 第 一 个 印刷 本 出 版 以 后 ,至 今 已 有 一 千 多 种 版 本 . 它 的 内 
容 和 形式 对 于 几何 学 本 身 以 及 数学 逻辑 基础 的 发 展 都 产生 了 巨大 影响 . 

经 验 几何 学 的 研究 方法 与 演绎 几何 学 的 研究 方法 相互 配合 推动 了 几何 学 的 发 展 . 


\5 演绎 数学 


欧 氏 几何 是 演绎 数学 的 开始 . 演绎 方法 是 组 织 数学 的 最 好 方法 , 它 可 以 极 大 程度 地 消 
除 我 们 认识 上 的 不 清和 错误 . 如 果 有 怀疑 的 地 方 , 都 可 回归 到 基础 概念 和 公理 . 德国 学 者 
赫 尔 姆 霍 斯 说 :“ 人 类 各 种 知识 中 ,没有 哪 一 种 知识 发 展 到 了 几何 学 这 样 完善 的 地 步 …… 
没有 哪 一 种 知识 像 几何 学 一 样 受到 这 样 少 的 批评 和 怀疑 .” 


1. 演绎 法 的 结构 


演绎 法 的 主要 优点 是 结构 简单 . 演绎 体系 的 构建 归结 为 : 

(1) 基本 概念 的 列举 ; 

(2) 定义 的 叙述 ; 

(3) 公理 的 叙述 ; 

(4) 定理 的 叙述 ; 

(5) 定理 的 证 明 . 

关于 定义 ”对 定义 我 们 做 如 下 的 说 明 . 在 建立 定义 的 时 候 , 我 们 常用 一 个 概念 去 定义 男 
一 个 概念 . 显然 ,这 个 定义 的 办 法 不 可 能 无 限 追求 下 去 ,我 们 总 得 从 某 些 东西 开始 .所 以 ,每 
一 个 演绎 体系 必须 以 一 些 基本 概念 为 基础 ,这 些 基本 概念 本 身 不 给 定义 ,而 通过 它们 去 定义 
所 有 其 余 的 概念 . 在 几何 学 里 ,下 列 概念 是 基本 的 : 点 .直线 .平面 .属于 、 介 于 .运动 等 . 

关于 公理 和 定理 ”它们 与 定义 有 别 ,定义 仅仅 解释 所 使 用 的 概念 的 意义 ,而 公理 和 定 
理 则 是 一 些 判 断 . 

一 切 判 断 的 基本 性 质 是 ,它们 或 者 正确 ,或 者 错误 . 尽管 公理 和 定理 一 样 都 是 判断 ,但 
是 它们 在 演绎 体系 中 占有 不 同 的 地 位 : 

一 切 定理 归根 到 底 都 是 从 公理 引申 出 来 的 ,公理 则 是 不 加 证 明 的 判断 . 

关于 证 明 这 是 演绎 体系 的 最 后 组 成 部 分 . 

一 个 定理 要 从 它 前 面 已 有 的 定理 推出 来 ,而 这 些 定理 本 身 又 要 依赖 于 更 前 面 的 定理 . 
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这 样 ,与 叙述 的 顺序 相反 ,依次 去 检查 每 一 个 演绎 体系 , 即 从 最 后 和 最 复杂 的 定理 转向 最 
前 和 最 简单 的 定理 ,它们 的 证 明 是 直接 从 公理 得 到 的 . 由 此 可 见 , 每 一 个 演绎 体系 必须 从 
公理 , 即 从 不 加 证 明 的 假定 开始 . 

这 就 告诉 我 们 ,任何 一 个 数学 体系 都 是 通过 证 明 而 黏合 在 一 起 的 .不 了 解 这 种 证 明 就 
无 法 了 解 这 体系 的 本 质 . 学 生 对 逻辑 体系 概念 的 形成 正 是 从 学 习 证 明 开 始 的 . 


2. 演绎 推理 的 地 位 


十 希腊 的 哲学 家 和 数学 家 最 先 注 意 到 演绎 推理 在 数学 中 的 重要 地 位 . 

演绎 方法 在 数学 中 的 使 用 是 数学 科学 诞生 的 标志 . 

演绎 方法 的 主要 优点 是 什么 呢 ? 

(1) 演绎 方法 能 使 人 们 克服 技术 、 仪 器 等 手段 的 局 限 性 ,而 进行 科学 推理 和 研究 . 例 
如 ,要 测量 一 棵 树 的 高 度 ,我 们 不 必 疏 到 树 梢 . 演绎 法 能 使 我 们 测量 那些 身 不 能 及 的 地 方 . 

(2) 演绎 方法 保证 了 其 内 在 推理 的 逻辑 可 靠 性 ,从 而 保证 了 数学 理论 的 正确 性 . 这 就 
使 得 数学 成 为 古代 为 数 不 多 的 真正 具有 科学 性 的 学 科 . 

(3) 演绎 方法 能 使 我 们 从 有 限 的 .从 观察 和 实验 得 来 的 知识 推论 出 未 知 的 .无 限 的 
知识 . 

(4) 演绎 方法 是 组 织 科 学 理论 的 最 好 方法 . 

演绎 方法 带 给 数学 以 理性 的 思维 ,使 得 理性 思维 在 数学 中 占据 了 主导 地 位 . 希腊 数学 
文化 的 理性 化 又 影响 了 希腊 人 在 其 他 科学 领域 的 研究 方式 ,最 终 在 希腊 文化 中 深 深 地 植 
下 了 理性 的 根基 . 这 对 以 后 的 整个 人 类 文明 带 来 巨大 影响 . 

具体 到 数学 本 身 ,演绎 方法 的 重要 性 还 有 如 下 几 条 : 

(1) 确定 一 个 命题 的 真 或 伪 , 真 命题 称 为 定理 . 

(2) 所 有 的 数学 理论 都 是 用 演绎 推理 组 织 起 来 的 . 每 一 个 数学 理论 都 是 一 个 演绎 体系 . 
演绎 方法 就 是 公理 化 方法 , 希 尔 伯 特 (D. Hilbert，1863 一 1943) 对 它 很 推崇 ,他 在 1918 年 说 : 

“通过 探寻 公理 的 每 一 更 深 的 层次 …… 我 们 可 以 洞悉 科学 思想 的 精 散 ,获得 知识 的 统 
一 ,特别 是 借助 公理 化 方法 ,数学 应 该 在 所 有 认识 中 起 到 主导 作用 .” 

(3) 通过 演绎 体系 ,我 们 可 以 了 解 一 个 定理 在 理论 中 的 地 位 . 例如 ,算术 基本 定理 是 
算术 的 基石 ,代数 基本 定理 是 代数 的 基石 , 微 积 分 基本 定理 是 微 积 分 的 基石 . 而 该 学 科 的 
其 他 定理 也 具有 相应 的 地 位 . 

(4) 通过 证 明 可 以 了 解 定理 的 实质 ,以 及 它 和 其 他 定理 的 关系 . 

但 我 们 还 需要 提醒 读者 ,不 要 把 演绎 法 估计 太 高 . 在 人 类 认识 自然 的 过 程 中 ,演绎 法 
只 有 和 归纳 法 交互 使 用 才能 发 生效 果 . 
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3. 合 情 推理 与 论证 推理 


合 情 推 理 是 这 样 一 种 推理 , 它 在 观察 和 试验 的 基础 上 进行 综合 和 归纳 ,依靠 的 是 直 
觉 .猜想 和 推测 . 事实 上 ,我 们 所 有 的 知识 都 是 由 一 些 猜 想 构 成 的 . 合 情 推理 用 于 扩大 我 们 
的 数学 知识 . 

论证 推理 就 是 数学 上 的 证 明 .我们 借助 论证 推理 来 肯定 我 们 的 数学 知识 . 

两 种 推理 的 差别 是 : 论证 推理 是 可 靠 的 .无 可 置 辩 的 和 终 决 的 ,而 合 情 推 理 是 冒 风险 
的 有 和 争议 的 和 和 暂时 的 . 论证 推理 有 严格 的 标准 ,必须 遵从 逻辑 规则 ,而 合 情 推 理 的 标准 是 
不 固定 的 . 


3 6 希腊 数学 的 重要 成 果 


《几何 原本 》 之 外 ,和 希腊 数学 还 有 哪些 重要 成 果 呢 ? 
1. 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 无 理 数 


在 数 的 概念 的 发 展 史 上 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 最 大 成 就 是 发 现 了 "无 理 数 ” 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 的 学 者 们 直觉 地 认为 ,任何 两 个 线段 一 定 有 一 个 公共 度量 . 也 就 是 说 ,给 定 任何 两 个 
线段 ,一 定 能 找到 第 三 个 线段 ,也 许 很 短 , 使 得 给 定 的 线段 都 是 这 个 线段 的 整数 倍 . 事实 
上 ,即使 现代 人 也 会 这 样 认为 . 由 此 可 以 得 到 结论 ,任何 两 个 线段 的 比 都 是 整数 比 , 或 者 
说 ,是 有 理 数 .我 们 可 以 想象 , 当 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现存 在 某 些 线段 的 比 不 是 有 理 数 时 ,他 
们 的 心里 会 引起 多 么 大 的 震动 . 这 就 爆发 了 第 一 次 数学 危机 . 据说 ,无 理 数 的 发 现 者 是 毕 
达到 拉 斯 学 派 的 希 帕 苏 斯 (Hippasus, 公 元 前 5 世纪 ). 数学 基础 的 第 一 次 危机 是 数学 史上 
的 一 个 里 程 碑 . 它 的 产生 和 克服 都 有 重要 的 意义 . 
事实 上 ,正方 形 的 对 角 线 与 它 的 一 边 的 比 就 不 是 有 理 数 (图 2-4). 
由 勾 股 定理 ,这 个 比 是 V2 .我 们 来 证 明 V2 是 无 理 数 . 
定理 V2 是 无 理 数 . 
在 证 明定 理 之 前 ,我 们 首先 指出 这 样 一 个 简单 事实 : 偶数 的 平方 
是 偶数 ,奇数 的 平方 是 奇数 .事实 上 , 设 p 是 一 个 偶数 , 即 有 
图 24 PP 二 2m”(m 是 整数 )， 
则 力 =4m’ 
仍 是 偶数 , 即 能 被 2 除 尽 . 设 g 是 一 个 奇数 , 即 有 
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dg 一 2 十 1 (m 是 整数 )， 
则 gq 二 (2m 十 1)* 二 4m? 十 4m 十 1 
仍 是 奇数 , 即 不 能 被 2 除 尽 . 这 样 一 来 ,我 们 可 以 断言 , 若 万 是 偶数 , 则 p 一 定 是 偶数 . 
定理 的 证 明 今 用 反 证 法 证 明 , 即 假定 定理 的 结论 不 成 立 , 从 而 引出 一 个 矛盾 . 
假设 V2 不 是 无 理 数 , 而 是 有 理 数 , 即 V3 一 鼠 , 其 中 p 和 gq 没有 公 因 数 . 这 样 一 来 ,p,g 


不 会 同时 是 偶数 ,不 妨 设 g 是 奇数 ,于 是 
p=V2gq, 
平方 得 万 一 29. 
因为 p* 是 一 个 整数 的 两 倍 , 所 以 p” 必 是 偶数 ,从 而 p 也 是 偶数 . 设 p= 二 2r, 这 时 上 式 变 为 
4r7 二 2qg*， 即 gqg: 二 27. 

这 样 一 来 ,9 是 偶数 ,从 而 4 也 是 偶数 ,这 与 g 是 奇数 的 假定 相 矛 盾 . 假设 V2 是 有 理 数 导 
致 了 矛盾 ,因此 必须 放弃 这 个 假设 . 定理 证 毕 . 

希腊 人 第 一 次 认真 考虑 了 无 理 数 ,而 无 理 数 的 定义 要 等 到 19 世纪 末 才 给 出 . 

对 反 证 法 的 评论 这 个 证 明 可 以 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 中 找到 ,实际 上 远 在 欧 几 里 
得 之 前 就 已 经 有 了 . 这 是 间接 证 明 的 一 个 最 经 典 的 例子 . 反 证 法 也 称 为 归 雇 法 . 著名 的 英国 
数学 家 哈代 (G. H. Hardy,，1877 一 1947) 对 于 这 种 证 明 方法 做 过 一 个 很 有 意思 的 评论 . 在 棋 
类 比赛 中 ,经 常 采 用 一 种 策略 是 “ 弃 子 取 势 ” 牺牲 一 些 棋子 以 换取 优势 . 哈代 指出 , 归 廖 
法 是 远 比 任何 棋 术 更 为 高 超 的 一 种 策略 ; 棋 手 可 以 牺牲 的 是 几 个 棋子 ,而 数学 家 可 以 牺牲 的 
却 是 整个 一 盘 棋 . 归 雇 法 就 是 作为 一 种 可 以 想象 的 最 了 不 起 的 策略 而 产生 的 . 但 是 ,现代 直 
觉 主义 者 却 反对 间接 证 明 . 他 们 认为 ,从 间接 证 明 中 只 能 得 到 了 矛盾, 别 的 什么 也 得 不 到 . 


2. 正 多 边 形 作 浆 


用 直 尺 与 圆规 可 以 作 哪些 正 多 边 形 ,这 是 欧 氏 几何 的 一 个 重要 问题 . 正 多 边 形 是 这 样 
一 种 多 边 形 , 它 的 顶点 等 距离 地 位 于 一 个 贺 周 上 . 如 果 它 及 个 顶点 ,就 称 它 是 正 边 形 . 
从 顶点 到 圆心 的 条 连 线 构成 个 中 心 角 , 每 个 角 为 一. 如 果 能 作出 这 样 大 小 的 一 个 
角 ,就 能 作出 这 个 正 ” 边 形 .十 希腊 会 作 哪 些 正 多 边 形 呢 ? 

(1) 用 直 尺 和 圆规 可 等 分 一 个 任意 角 . 通过 平分 180" 角 ,可 作出 正四 边 形 . 进而 作出 
正 2" 边 形 ,n 二 3,4,…; 

(2) 会 作 正 三 角形 ,从 而 会 作 正 3。2" 边 形 ,n 二 1,2,3,*…; 

(3) 会 作 正 五 边 形 ,从 而 会 作 正 5， 2” 边 形 ,n 二 1,2,3,…. 
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希腊 人 还 会 作 正 十 五 边 形 . 因为 ,会 作 正三 角形 就 会 作 60" 角 ,会 作 正 五 边 形 就 会 作 
72" 角 , 它 的 一 半 是 36 " 角 , 而 
360° 
30 “ 
这 是 正三 十 边 形 的 中 心 角 . 因而 正三 十 边 形 可 作 . 从 而 正 十 五 边 形 就 作出 了 . 

因为 二 等 分 一 个 角 是 容易 的 ,所 以 只 需 研 究 奇 数 就 行 了 .希腊 人 可 以 作 的 奇数 边 正 多 
边 形 是 正三 边 形 , 正 五 边 形 和 正 十 五 边 形 , 直 到 高 斯 的 出 现 才 有 了 新 的 进展 . 高 斯 给 出 了 
正 十 七 边 形 的 作 图 . 


3. 圆锥 曲线 


欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 (Archimedes, 约 公元 前 287 一 前 212) 和 阿波 罗 尼 (Apollonius， 
公元 前 262 一 前 190) 是 公元 前 3 世纪 的 三 位 数学 巨人 . 阿波 罗 尼 比 阿 基 米 德 约 小 25 
岁 ,大 约 于 公元 前 262 年 生 于 小 亚细亚 的 城市 珀 加 . 年轻 时 到 亚历山大 城 , 从 师 于 欧 几 
里 得 . 天后 ,他 下 居于 亚历山大 城 , 并 与 当地 的 数学 家 们 合作 研究 .在 解决 三 大 难题 的 过 
程 中 希腊 人 发 现 了 圆锥 曲线 . 阿波 罗 尼 总 其 大 成 , 写 了 《圆锥 曲线 论 》 这 是 古 希 腊 演 绎 
几何 的 最 高 成 就 . 他 除了 综合 前 人 的 成 就 之 外 ,还 含有 非常 独特 的 创见 材料 ,而 且 写 
得 巧妙 .灵活 , 组 织 得 很 出 色 . 按 成 就 来 说 , 它 是 一 个 如 此 痢 然 屹立 的 丰碑 ,以 致 后 代 
学 者 几乎 不 能 再 对 这 个 问题 有 新 的 发 言 权 . 
这 确实 是 古典 希腊 几何 的 登峰造极 之 作 . 

阿波 罗 尼 以 前 的 数学 家 曾 把 圆锥 曲线 看 
成 是 从 三 种 正 圆 锥 割 出 的 曲线 .或许 他 们 男 有 
追求 .但 阿波 罗 尼 是 第 一 个 依据 同一 个 圆锥 的 
〈 正 的 或 斜 的 ) 截 面 来 研究 圆锥 曲线 理论 的 人 
(图 2-5). 他 也 是 发 现 双 曲线 有 两 个 分 支 的 人 . 
“ellipse” (椭圆 )、“parabola” (抛物 线 ) 和 “hy- 
perbola”( 双 曲线 ) 这 些 名 词 也 都 是 阿波 罗 尼 提 
出 来 的 . 

圆锥 曲线 的 发 现 为 千年 后 伽利略 (G. Gal- 
ilei, 1564 一 1642) 对 抛物 体 的 研究 和 开 普 勒 
(J. Kepler，1571 一 1630) 的 天 体 研 究 英 定 了 
基础 . 


60"X2 一 36"X3 王 12 一 
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4. 阿 基 米 德 的 数学 成 就 


阿 基 米 德 大 约 于 公元 前 287 年 出 生 在 西西 里 岛 的 叙 拉 古 , 叙 拉 古 是 当时 和 希腊 的 一 个 
殖民 城市 . 公元 前 212 年 罗马 人 攻陷 叙 拉 古 时 , 阿 基 米 德 被 害 . 城 被 攻破 时 ,他 正在 潜心 研 
究 画 在 沙盘 上 的 图 形 . 一 个 刚 攻 进 城 的 罗马 士兵 向 他 跑 来 ,身影 落 在 沙盘 里 的 图 形 上 ,他 
挥手 让 士兵 离开 ,以 免 弄 乱 了 他 的 图 形 , 结 果 那 士兵 就 用 长 矛 把 他 刺 死 了 . 阿 基 米 德 的 死 
象征 一 个 时 代 的 结束 , 代 之 而 起 的 是 罗马 文明 . 

阿 基 米 德 的 著作 极为 丰富 ,但 大 多 类 似 于 当今 杂 
志 上 的 论文 , 写 得 完整 .简练 . 有 十 部 著作 流传 至 今 ,有 
迹象 表明 他 的 另 一 些 著作 失传 了 . 现存 的 这 些 著作 都 
是 杰作 ,计算 技巧 高 超 , 证 明 严 格 ,并 表现 了 高 度 的 创 
造 性 . 在 这 些 著作 中 ,他 对 数学 作出 的 最 引 人 注 目的 页 
献 是 ,积分 方法 的 早期 发 展 . 

阿 基 米 德 的 著作 涉及 数学 力学 和 天 文学 等 ,其 中 
流传 于 世 的 有 :《 圆 的 度量 》《 论 球 和 圆柱 》《 论 板 的 
平衡 》,《 论 臂 锥 曲面 体 和 球体 》,《 论 浮 体 》,《 数 砂 数 》， 
《 牛 群 问题 》)《 抛 物 线 的 求 积 》,《 螺 线 》《 方 法 ) 等 . 

阿 基 米 德 的 著作 是 希腊 数学 的 顶峰 . 


5. 三 角 术 的 创立 


亚历山大 时 期 在 希腊 的 定量 几何 学 中 产生 了 一 门 全 新 的 学 科 , 就 是 三 角 术 . 这 是 由 于 
人 们 想 建 立定 量 的 天 文学 的 需要 而 产生 的 . 其 主要 奠基 人 是 黑 帕 库 斯 ,梅内 劳 斯 (Me- 
nelaus) 和 托 勒 密 . 他们 的 三 角 术 是 球面 三 角 , 但 也 包含 了 平面 三 角 的 基本 内 容 . 黑 帕 库 斯 
生 于 小 亚细亚 , 活 牙 于 公元 前 140 年 前 后 . 他 的 许多 重要 著作 已 经 失传 ,他 编制 的 第 一 个 
“ 正 吾 表 ”, 被 托 勒 密 记 录 了 下 来 . 约 公元 100 年 , 住 在 亚历山大 的 梅内 劳 斯 写 过 一 部 三 卷 
的 重要 著作 (球面 学 》, 这 部 著作 在 三 角 学 的 发 展 上 起 了 重要 的 作用 . 在 大 约 公 元 150 年 前 
后 , 托 勒 密 继承 和 发 展 了 黑 帕 库 斯 和 梅内 劳 斯 在 三 角 学 和 天 文学 方面 的 工作 , 写 出 了 有 具有 
深远 影响 的 著作 《数学 汇编 》 他 完成 了 系统 的 三 角 学 ,第 一 次 系统 地 编制 了 可 用 的 三 角 函 
数 表 . 三 角 函 数 表 的 编制 是 数学 史上 的 一 大 里 程 碑 , 因 为 没有 三 角 函 数 表 ,实用 三 角 学 是 
不 会 取得 重大 进展 的 . 
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S7 留 给 后 人 的 难题 


1. 关于 无 理 数 

无 再 数 的 发 现 使 毕 达 哥 拉 斯 学 派 感到 惊讶 和 困惑 ,因为 这 对 于 一 切 依靠 整数 的 毕 氏 
哲学 是 一 次 致命 的 打击 ,并 且 摧 毁 了 他 们 几何 学 的 基础 .这 个 发 现 触 及 空间 连续 性 这 个 重 
要 的 本 质 , 是 人 类 第 一 次 尝试 理解 什么 是 数 , 使 得 希腊 数学 发 生 了 一 次 大 转折 . 这 之 前 ,他 
们 把 数 同 几何 等 同 起 来 ;这 之 后 , 儿 何 学 占 了 主导 地 位 . 

其 实 , 不 可 公 度 的 存在 ,并 没有 全 面 否 定 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 几何 学 基础 . 它 只 是 说 , 需 
要 补 证 不 可 公 度 的 情形 . 

希腊 数学 家 大 约 经 过 了 半 个 多 世纪 的 努力 , 才 促 使 欧 多 克 苏 斯 开创 了 影响 深远 的 副 
近 法 . 

欧 多 克 苏 斯 逼近 原理 设 a,2 不 可 公 度 ,那么 对 任何 给 定 的 正 整数 ”, 恒 有 正 整数 闷 ， 
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这 告诉 人 们 ,对 无 理 数 , 我 们 可 以 用 任意 高 的 精确 度 去 逼近 ， 即 对 任何 给 定 的 正 整 数 
,共通 近 的 误差 不 超过 一 欧 多 克 苏 斯 借助 逼近 原理 重建 了 几何 学 基础 . 欧 多 克 苏 斯 的 方 


法 出 现在 欧 儿 里 得 的 4 几何 原本 》 中 , 它 与 1872 年 戴 德 金 给 出 的 无 理 数 的 现代 解释 基本 
一 致 . 


2. 几何 作 图 三 大 问题 


十 和 希腊 人 在 几何 学 上 提出 著名 的 三 大 作 图 问题 ,它们 是 : 

(1) 三 等 分 任意 角 ; 

(2) 化 圆 为 方 求 作 一 正方 形 , 使 其 面积 等 于 一 已 知 圆 的 面积 ; 

(3) 立方 倍 积 一 一 求 作 一 立方 体 , 使 其 体积 是 已 知 立 方 体 体积 的 两 倍 . 

解决 这 三 个 问题 的 限制 是 ,只 许 使 用 没有 刻度 的 直 尺 和 圆规 ,并 在 有 限 次 内 完成 . 希 
腊 人 强调 ,几何 作 图 只 能 用 直 尺 和 圆规 ,其 理由 是 : 

(1) 希腊 几何 的 基本 精神 是 ,从 极 少数 的 基本 假定 一 一 定义 、 公 理 、 公 设 
导出 尽 可 能 多 的 命题 . 对 作 图 工具 也 相应 地 限制 到 不 能 再 少 的 程度 . 
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(2) 受 柏拉图 哲学 思想 的 深刻 影响 . 柏拉图 特别 重视 数学 在 智力 训练 方面 的 作用 ,他 
主张 通过 几何 学 习 达 到 训练 逻辑 思维 的 目的 ,因此 对 工具 必须 进行 限制 , 正 像 体育 苋 赛 对 
运动 器 械 有 限制 一 样 . 

(3) 毕 达 哥 拉 斯 学 派 认为 圆 是 最 完美 的 平面 图 形 , 圆 和 直线 是 几何 学 最 基本 的 人 研究 
对 象 , 因 此 规定 只 使 用 直 尺 和 圆规 这 两 种 工具 . 

两 千 多 年 来 ,三 大 几何 难题 引起 了 许多 数学 家 的 兴趣 ,对 它们 的 深入 研究 不 但 给 予 希 
腊 几 何 学 以 巨大 影响 ,而且 引出 了 大 量 的 新 发 现 . 例如 ,许多 二 次 曲线 、 三 次 曲线 以 及 几 种 
超越 曲线 的 发 现 ,后 来 又 有 关于 有 理 数 域 . 代 数 数 与 超越 数 、 群 论 等 的 发 展 . 在 化 圆 为 方 的 
研究 中 几乎 从 一 开始 就 促进 了 穷竭 法 的 发 展 , 而 穷竭 法 正 是 微 积 分 的 先导 . 
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牛顿 及 其 同时 代 人 所 取得 的 伟大 成 就 ,推动 了 人 们 对 世界 广泛 的 理性 探索 ， 
这 一 探索 包括 社会 人类、 世界 的 每 一 种 生活 方式 习俗. 这 一 时 期 为 后 代 留 下 了 
范围 极 广 的 ,包罗万象 的 规律 . 它 还 使 我 们 的 文明 进入 了 追求 真正 的 全 知 全 能 的 
时 代 , 激 发 了 把 思想 组 织 为 建立 在 数学 模式 上 的 系统 的 愿望 ,而 且 使 人 们 对 数学 
和 科学 的 力量 深信 不 疑 . 17 世纪 和 18 世纪 数学 创造 最 伟大 的 历史 意义 是 : 它们 

为 几乎 渗透 到 所 有 文化 分 支 中 的 理性 精神 注入 了 活力 . 
M. 克 菜 因 

数学 的 本 质 不 在 于 它 的 对 象 ,而 在 于 它 的 方法 . 

菜 布 尼 英 


Sl1 科学 方法 


现在 我 们 在 时 间 上 做 了 一 次 跳跃 ,跨越 两 千年 ,从 古 希腊 直接 走向 了 近代 . 近代 科学 
开始 于 17 世纪 ,这 是 人 类 历史 的 一 个 重大 分 水 岭 . 卢梭 说 :“ 看 一 看 人 类 是 怎样 通过 自己 
的 努力 脱离 了 空虚 之 境 ; 怎 样 以 月 已 的 理性 光芒 突 修了 自然 蒙蔽 着 他 的 阴 手 ;怎样 超越 了 
自己 的 局 限 而 驰 怠 于 诸 天 的 灵 境 ;怎样 像 太 阴 一 样 以 巨人 的 步伐 邀 游 在 广阔 无 起 的 宇宙 
里 那 真是 一 幕 宏伟 壮丽 的 景象 . ” 

近代 世界 与 吉 代 世界 的 区 别 几 乎 在 每 一 点 上 都 归结 为 科学 . 科学 的 四 大 传统 主张 是 : 

崇尚 理性 ,追求 真理 ,尊重 客观 ,符合 现实 . 

而 科 堂 的 进步 是 以 方法 论 为 其 开始 的 . 修 ， 高 奇 说 得 好 :“ 科 学 方法 是 通 向 科学 成 果 和 技 
术 创 新 的 美 口 . “方法 对 近代 科学 革命 而 言 ,是 一 个 中 心 的 问题 . 那个 时 代 的 各 种 论著 不 是 
以 方法 论 开 始 , 就 是 以 方法 论 结束 . 

在 科学 中 有 两 种 基本 的 思维 方法 : 归纳 与 演绎 . 
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1. 培根 与 归纳 法 


由 特殊 到 一 般 的 推理 方法 叫做 归纳 法 . 归纳 法 是 
一 种 从 个 别 到 一 般 , 从 实验 事实 到 理论 概括 的 一 种 寻 
求 真 理 的 基本 方法 . 这 是 一 种 扩充 性 推理 , 它 能 从 部 分 
扩充 到 整体 ,从 观察 得 到 的 现象 扩充 到 观察 不 到 的 现 
象 , 创 造 性 较 强 ,可靠 性 较 弱 .在 人 类 历史 上 ,最 早 把 归 
纳 法 作为 一 种 思维 方式 进行 讨论 的 是 苏 格 拉 底 (Socra- 
tes, 公 无 前 469 一 前 399), 但 他 讨论 的 是 伦理 问题 ,而 
非 科 学 问题 . 柏拉图 从 个 别 中 发 现 一 般 , 并 形成 了 理念 
沦 . 亚 里 士 多 德 对 归纳 法 进行 了 比较 系统 的 研究 ,并 把 
它 作为 获得 科学 知识 的 基本 方法 . 培根 是 近代 归纳 法 
的 创始 人 ,是 给 科学 研究 程序 进行 逻辑 组 织 化 的 先驱 . 
培根 认为 ,以 实验 为 主 的 归纳 方法 将 为 科学 提供 一 种 
新 的 工具 . 他 对 亚 里 士 多 德 的 归纳 法 作出 三 点 批评 : 

(1) 不 进行 系统 的 实验 ,杂乱无章 地 收集 数据 ; 

(2) 匆匆 忙 忙 地 普遍 化 ,事后 往往 证 明 是 不 对 的 ; 弗 兰 西 斯 . 培根 

(3) 没有 适当 地 注意 反例 . 

培根 的 归纳 法 与 亚 里 士 多 德 的 归纳 法 不 同 之 处 在 于 , 亚 里 士 多 德 的 归纳 法 是 预期 自 
然 , 而 培根 的 归纳 法 是 理解 自然 . 理解 的 归纳 法 必须 包含 更 多 的 实例 ,也 就 是 ,理论 必须 比 
最 初 从 中 归结 出 理论 的 事实 范围 更 大 .更 广 ,而 且 新 的 事例 必须 加 以 验证 . 培根 的 归纳 法 
具有 完整 性 和 持久 性 . 因为 他 均衡 地 考虑 到 正 、 反 两 面 的 证 据 , 所 以 他 能 最 大 限度 地 减少 
错误 . 

提出 系统 的 科学 实验 ,也 是 培根 的 功绩 . 

培根 的 另 一 个 大 贡献 是 ,把 科学 从 宗教 中 分 离 出 来 . 尤其 重要 的 是 ,他 认识 到 科学 将 
增强 人 类 战胜 自然 的 力量 ,并 将 使 人 类 对 环境 有 更 大 的 控制 力 . 他 的 名 言 是 : 

知识 就 是 力量 . 

培根 正确 地 看 到 ,一 个 反例 是 可 以 否定 一 个 归纳 ,而 每 一 个 肯定 事例 ,只 能 加 强 归 纳 
的 结论 . 在 4 新 工具 ;一 书 中 ,他 指出 ,反例 是 更 有 力 的 .他 早 就 认识 到 当代 哲学 家 冯 “， 莱特 
和 卡尔 ， 波 普尔 所 阐述 的 原理 : 3 

自然 或 理论 的 定律 不 能 证 实 , 只 能 证 伪 . 
他 还 预言 ,科学 家 们 将 组 成 社团 和 协会 ,以 进行 学 术 交 流 . 英国 皇家 协会 的 建立 可 以 
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看 成 是 为 培根 树立 的 伟大 纪念 碑 . 

培根 认为 他 自己 的 作用 是 ,新 科学 的 传令 官 .他 的 目的 是 ,号 召 其 他 人 去 研究 新 科学 . 他 
给 普 莱 费 尔 的 信 中 说 :“ 我 只 把 自己 作为 一 个 传令 的 铃 ,将 其 他 人 的 才智 一 起 动员 起 来 .” 

培根 的 一 个 明显 不 足 是 ,他 对 数学 在 科学 理论 中 的 重要 作用 估计 不 足 . 他 也 低估 了 概 
念 创新 在 科学 发 展 中 的 作用 . 

人 们 通常 认为 ,归纳 法 主要 用 于 科学 ,如 物理 ,化 学 等 学 科 , 在 数学 中 主要 用 的 是 演绎 
法 . 这 是 一 种 偏见 . 事实 上 ,数论 .代数 中 的 大 部 分 定理 都 是 通过 归纳 法 得 出 的 . 例如 , 哥 德 
巴赫 猜想 .素数 定理 .代数 基本 定理 等 . 这 就 是 为 什么 在 代数 中 大 量 使 用 数学 归纳 法 的 原 
因 . 费 马 .高 斯 . 欧 拉 等 大 数学 家 都 大 量 使 用 归纳 法 去 求 得 他 们 的 结果 . 


2. 笛 卡 儿 与 演绎 法 


由 一 般 到 特殊 的 推理 方法 叫做 演绎 法 . 欧 几 里 得 的 《 几 
何 原 本 ) 是 演绎 法 的 第 一 个 范本 . 笛 卡 儿 是 近代 演绎 法 的 始 
祖 . 培根 寻求 普遍 规律 的 方法 是 一 步 一 步 前 进 的 归纳 法 ,从 
那些 不 那么 普遍 的 关系 开始 ,逐步 向 上 攀登 ;而 笛 卡 儿 是 从 最 
高 峰 开始 ,借助 演绎 的 程序 , 自 上 而 下 ,尽量 向 下 ,力所能及 地 
向 下 伸展 . 笛 卡 儿 的 演绎 法 具有 特别 的 清晰 性 ,对 后 世 有 重大 
影响 . 箭 卡 儿 认 为 :“ 数 学 是 一 种 知识 工具 , 比 任 何其 他 的 工具 
更 有 威力 ”, 他 希望 从 中 发 展 出 一 些 基 本 原理 ,使 之 能 为 所 有 和 领 
域 得 到 精确 知识 并 提供 方法 ,或 者 ,如 笛 卡 儿 说 的 ,成 为 一 种 
“万 能 数学 ” 也 就 是 ,他 打算 普及 和 推广 数学 家 们 使 用 的 方法 ， 
笛 卡 儿 以 便 使 这 些 方法 应 用 于 所 有 的 研究 领域 之 中 . 这 种 方法 将 对 所 
有 的 思想 建立 一 个 合理 的 演绎 的 结构 . 经 过 精心 的 构思 ,他 列 
出 四 条 原则 ,如 第 一 章 $ 4 所 述 ,这 四 条 原则 是 最 先 完整 表达 的 近代 科学 的 思想 方法 . 
3. 归纳 法 与 演绎 法 
对 归纳 法 与 演绎 法 作 一 比较 ,就 会 发 现 它 们 有 三 项 不 同 : 
第 一 ,演绎 论证 的 结论 已 经 隐 含 在 前 提 之 中 ,而 归纳 论证 的 结论 超出 其 前 提 所 提供 的 
范围 . 
第 二 ,只 要 前 提 真 ,演绎 论证 的 结论 必 真 ;而 归纳 论证 ,即使 所 有 的 前 提 为 真 , 也 不 能 保 
证 结论 为 真 ,只 能 提高 真 的 概率 . 
第 三 ,演绎 论证 从 给 定 模型 的 普遍 原理 出 发 去 推出 具体 情况 ,而 归纳 论证 的 方向 正 相 
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反 , 从 具体 实例 出 发 去 推导 出 一 个 模型 . 或 者 说 ,演绎 论证 是 从 理论 到 实际 ,而 归纳 论证 是 
从 实际 到 理论 . 

这 两 种 方法 是 交互 使 用 的 .事实 上 ,总 是 这 样 , 从 实际 的 数据 到 模型 ,再 从 模型 到 预期 
的 数据 ;如 果 与 预期 数据 不 和 , 那 就 必须 修改 模型 ,再 从 新 模型 出 发 到 预期 数据 ,如 此 反 
复 ,直到 得 出 满意 的 结果 . 


4 伽利略 的 科学 规划 


牛顿 曾 说 过 :“ 如 果 我 比 其 他 人 看 得 远 些 , 那 是 因为 我 站 在 巨人 的 肩 上 . ”这些 巨人 中 
最 魁 伟 的 就 是 伽利略 和 笛 卡 儿 . 现代 数学 所 取得 的 巨大 成 就 不 仅 归 功 于 对 数学 不 断 增长 
的 强调 ,而 且 归 功 于 这 两 位 17 世纪 超群 的 思想 家 所 开创 和 追寻 的 方法 . 

万 物 皆 数 的 思想 后 来 中 断 了 ,直到 两 千年 后 ,文艺 复兴 时 代 , 这 个 思想 才 得 以 复活 . 伽 
利 略 和 笛 卡 儿 是 首先 举 起 理性 旗帜 的 科学 家 ,他 们 的 工作 成 了 现代 科学 的 新 起 点 . 他 们 两 
人 针对 科学 的 基本 性 质 ,进行 了 革命 化 . 他 们 选 定 了 科学 应 该 使 用 的 概念 ,重新 规定 科学 
活动 的 目标 ,改变 科学 中 的 方法 论 . 他 们 这 样 做 ,不 仅 使 科学 获得 出 乎 意料 和 史无前例 的 
力量 ,而 且 把 数学 和 科学 紧 紧 地 结合 了 起 来 . 其 实质 在 于 把 理论 科学 归结 为 数学 . 

笛 卡 儿 明 确 宣称 : 科学 的 本 质 是 数学 . 他 认为 ,物质 的 最 基本 和 最 可 靠 的 性 质 是 形 
状 、 延 展 和 在 时 空中 的 运动 . 因为 形状 也 只 是 延展 ,所 以 他 断言 :“ 给 我 延展 和 运动 ,我 将 
把 宇宙 构造 出 来 . ” 

伽利略 和 笛 卡 儿 一 样 ,相信 自然 界 是 用 数学 设计 的 . 
1610 年 他 写 了 一 段 著 名 的 话 : 

哲学 (自然 ) 被 写 在 这 本 永远 敞开 于 我 们 眼前 的 巨大 
的 书 里 我 的 意思 是 宇宙 . 然而 ,如 果 我 们 不 首先 努力 
弄 懂 它 的 语言 ,认识 书写 它 的 文字 ,就 理解 不 了 它 . 它 是 用 
数学 语言 写成 的 ,其 文字 是 三 角形 、 圆 和 其 他 几何 图 形 . 不 
通过 它们 ,对 人 类 来 说 ,这 本 书 连 一 句 话 也 无 法 理解 .没有 
它们 ,人 们 只 会 在 黑暗 的 迷宫 中 徒劳 地 游荡 . 

这 两 位 巨人 强 有 力 地 恢复 了 毕 达 哥 拉 斯 的 “万 物 皆 
也 ”的 思想 . 

近代 科学 成 功 的 秘诀 在 于 科学 活动 选择 了 一 个 新 目 
标 , 这 个 目标 是 伽利略 提出 的 . 希腊 科学 家 曾 致力 于 解释 
现象 发 生 的 原因 ,例如 , 亚 里 士 多 德 曾 花费 大 量 时 间 去 解 ey 
释 为 什么 空中 的 物体 会 落 到 地 上 . 伽利略 第 一 个 认识 到 关 伽利略 
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于 事物 原因 与 结果 的 辫 想 不 能 增进 科学 知识 ,无 助 于 人 们 找 出 揭示 和 控制 自然 的 办 法 . 伽 
利 略 提出 了 一 个 科学 规划 ,这 个 规划 包含 三 个 主要 内 容 : 

第 一 , 找 出 物理 现象 的 定量 描述 , 即 联系 它们 的 数学 公式 (不 管 它 为 什么 落 ,只 管 它 如 
何 落 ); 

a 找 出 最 基本 的 物理 量 ,这 些 就 是 公式 中 的 变量 ; 

,在 此 基础 上 建立 演绎 科学 . 

a 伽利略 认为 ,科学 必须 寻求 数学 描 
述 , 而 不 是 物理 解释 . 这 一 方法 开创 了 科学 的 新 纪元 ,加 深 与 深化 了 数学 的 作用 . 他 的 工作 
成 为 牛顿 伟大 工作 的 开端 .在 这 个 思想 的 指导 下 ,伽利略 找 出 了 自由 落体 下 落 的 公式 : 


ij 
4 7 8 


他 还 找 出 了 力学 第 一 定律 和 第 二 定律 .所 有 这 些 成 果 和 其 他 成 果 , 伽 利 略 都 总 结 在 《关于 
两 门 新 科学 的 方法 和 数学 证 明 》 一 书 中 ,此 书 耗费 了 他 三 十 多 年 的 心血 . 在 这 部 著作 中 , 件 
利 略 开创 了 物理 科学 数学 化 的 进程 ,建立 了 力学 科学 ,设计 和 树立 了 近代 科学 思维 模式 . 
对 此 , 爱 因 斯 坦 评价 道 : 

各 利 咯 的 活 玫 以 到 他 所 用 疯 并 学车 现 和 小 1 当 太 类 局 害 史 出 晤 信 大 的 妆 渍 必 一 。 珊 
且 标 志 着 物理 学 的 真正 开端 .” 

伽利略 被 称 为 近代 物理 学 之 父 ,近代 科学 之 父 


5. 三 大 要 素 


总 结 培根 . 笛 卡 儿 和 伽利略 的 基本 思想 ,我 们 得 出 近代 科学 成 功 的 三 大 要 素 : 
(1) 借助 系统 的 科学 实验 寻找 因果 关系 ; 
(2) 将 自然 规律 数量 化 ; 
(3) 建立 严密 的 形式 逻辑 体系 . 
中 国 古 代 贤 哲 没 有 引出 这 三 大 要 素 , 是 中 国 科 学 落后 在 方法 论 上 的 原因 . 


》 2 科学 的 数学 化 


1. 宇宙 的 和 谐 


文艺 复兴 时 期 , 随 着 数学 思想 的 复苏 ,伟大 的 科学 革命 便 开始 了 . 在 创立 科学 方面 有 
四 个 不 同 凡 响 的 伟人 : 哥 白 尼 CN Copernicus，1473 一 1543) 、 开 普 勒 .伽利略 和 和 牛顿 . 从 哥 
白 尼 到 牛顿 的 时 代 是 观念 巨变 和 科学 突进 的 伟大 时 代 , 是 科学 的 又 一 次 大 综合 . 近代 文明 
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由 此 起 步 . 

科学 观点 的 第 一 次 重大 改变 是 哥 白 尼 完 成 的 . 历史 学 家 在 论述 科学 的 戏剧 性 变化 时 ， 
涌现 在 他 们 心中 的 最 初 印象 之 一 就 是 宇宙 的 静止 中 心 从 地 球 变 为 太阳 的 根本 性 转变 . 这 
-变化 通常 称 为 哥 白 尼 革 命 . 

哥 白 尼 是 数学 家 和 天 文学 家 . 1543 年 , 哥 白 尼 去 世 , 同 年 他 的 巨著 (天体 运行 论 ? 出 版 
了 . 他 写 人 《天体 运 行 论 》 始 于 1507 年 ,但 一 直到 1543 年 去 世 前 才 发 表 . 他 的 肉体 回归 自然 ， 
他 的 精神 却 辉 照 人 间 . 文艺 复兴 结 出 了 第 一 批 硕果 .《 天 体 
运行 论 ) 的 出 版 标志 着 自然 科学 开始 从 神学 中 解放 出 来 . 
哥 白 尼 的 思想 最 终 改变 了 人 类 对 世界 的 看 法 . 

但 是 ,中 世纪 留 给 他 的 天 文学 遗产 是 托 勤 密 的 地 心 
说 . 这 个 学 说 的 弱点 是 , 它 的 均 轮 和 本 轮 的 复杂 性 . 可 是 在 
这 个 学 说 后 面 有 两 大 支柱 : 一 是 千 百 万 人 的 常识 ,一 是 教 
会 的 权威 和 支持 . 

哥 白 尼 出 生 于 波兰 ,在 克拉 科 夫 大 学 学 习 数 学 和 科 
学 ,后 来 到 意大利 的 博洛尼亚 跟著 名 的 毕 达 哥 拉 斯 主义 者 
诺 瓦 拉 学 习 天 文学 . 古 希 腊 有 两 个 思想 对 他 有 深刻 影响 : 

(1) 自然 界 的 根本 规律 在 数学 ; 哥 白 尼 

(2) 宇宙 是 一 个 和 谐 的 整体 . 

同时 他 还 深信 一 个 源 于 古 希腊 的 假说 : 行星 绕 着 不 动 的 太阳 运动 . 这 就 促成 了 他 的 
日 心 说 .他 的 日 心 说 大 大 简化 了 托 勒 密 的 学 说 ,这 使 他 深 受 鼓舞 . 哥 白 尼 深信 :“ 自 然 界 爱 
好 简单 性 ,而 不 爱好 繁 文 丝 节 . ”通过 日 心 说 , 哥 白 尼 引 入 了 一 个 真正 的 宇宙 体系 ,为 数学 
化 宇宙 找到 了 坐标 原点 . 这 是 具有 革命 性 意义 的 伟大 事件 . 


2. 近代 科学 的 黎明 一 一 哥 白 尼 革命 


哥 白 尼 很 清楚 ,他 的 学 说 与 基督 教 教义 格格 不 入 ,因而 迟 迟 不 能 下 决心 出 版 自己 的 著 
作 . 后 来 在 朋友 的 多 方 劝说 下 ,直到 他 弥留 之 际 ,他 的 不 朽 著 作 《 天 体 运 行 论 》 才 终于 问世 . 由 于 
他 冲破 了 中 世纪 的 神学 教条 ,彻底 改变 了 人 类 的 宇宙 观 ,而 引起 了 一 场 伟大 的 哥 白 尼 革 命 . 

关于 这 场 革 命 ,科学 史家 科恩 (LI. B. Cohen) 这 样 评价 : 

“ 哥 白 尼 发 动 了 一 场 宇宙 结构 观念 的 革命 ,是 一 场 思 想 革命 ,是 一 场 人 的 宇宙 和 人 与 
宇宙 关系 的 观念 转变 . 它 不 仅仅 是 一 场 科 学 革命 ,而 且 是 一 场 人 类 的 智力 发 展 和 人 的 价值 
系统 的 革命 .” 

它 是 西方 人 知识 发 展 的 划时代 的 转折 点 .我 们 可 以 总 结 为 以 下 三 点 : 


42 


第 3 章 现代 科学 的 发 端 


(1) 它 是 天 文学 基本 概念 的 变革 ; 

(2) 它 是 人 对 自然 的 理解 的 根本 变革 ; 

(3) 它 是 西方 人 价值 观 变更 的 一 部 分 . 

这 个 理论 在 科学 和 人 类 思想 方面 开创 了 一 个 新 方向 .新 理论 抛弃 了 感官 的 证 实 .事物 
本 身 并 非 仅仅 是 其 表象 ,感官 可 以 使 人 误 入 歧途 ,理性 才 是 可 靠 的 指导 . 如 果 科 学 家 不 是 
通过 哥 白 尼 的 第 一 个 榜样 接受 了 对 理论 的 信赖 ,那么 电子 和 原子 理论 的 绝 大 部 分 内 容 , 以 
及 相对 论 就 绝 不 会 为 人 们 所 信服 . 

哥 白 尼 的 日 心 说 大 大 地 简化 了 天 文学 的 理论 和 计算 . 当 他 纵览 日 心 说 带 来 的 超常 的 
数学 简化 时 ,他 的 满足 感 和 热情 是 无 限 的 . 哥 白 尼 在 他 的 《天 体 运 行 论 ) 中 写 道 : 

在 所 有 天 体 的 中 心 ,太阳 党 然 不 动 . 在 这 所 最 美丽 的 殿堂 中 ,要 把 所 有 的 天 体 都 照 亮 ， 
哪 有 比 这 更 好 的 地 方 ? 有 人 称 , 它 是 世界 之 光 ; 有 人 称 , 它 是 世界 的 灵魂 ;3 有 人 称 , 它 是 世 
界 的 统治 者 .诚然 ,这 些 都 不 能 说 不 恰当 …… 所 以 太阳 就 像 坐 在 帝王 的 宝座 上 ,统治 着 环 
绕 它 的 星星 家 族 . 

但 是 他 的 理论 仍 不 能 完全 符合 观察 事实 ,因为 古 希 腊 的 男 一 个 信条 束缚 着 他 一 一 贺 
是 世界 上 最 完美 的 曲线 ,圆周 运动 是 天 体 的 自然 运动 . 20 世纪 的 科学 史家 考斯特 勒 (A. 
Koestler) 这 样 评价 道 : 

在 思想 史 也 许 找 不 到 另外 的 例子 , 像 闫 固执 描 地 迷信 图 那 样 ,这 个 错误 困扰 了 天 文学 
两 个 千年 . 


3. 哥 白 尼 体系 的 真理 性 


1609 年 , 当 伽利略 用 刚 发 明 的 望远镜 来 观测 夜空 时 , 托 勒 密 的 地 心 说 才 宣 告 死 亡 . 他 发 
现 月 球 像 地 球 一 样 ,是 多 岩 的 和 高 低 起 伏 的 . 他 发 现 木 星 有 四 个 卫星 ,金星 显示 出 周 相 . 伽 利 
咯 的 发 现 , 第 一 次 向 人 们 展示 出 天 堂 的 面貌 . 当 涉 及 金星 的 表 观 大 小 时 ,金星 的 相位 证 明了 
其 轨道 是 围绕 太阳 的 ,而 不 是 围绕 地 球 的 ,因此 托 勒 密 是 错误 的 . 所 有 这 些 发 现 证 明 , 地 球 是 
太阳 系 行星 家 族 的 一 员 . 因此 ,伽利略 立即 宣布 ,他 证 明了 哥 白 尼 体 系 的 真理 性 . 


3 3 天 体力 学 的 诞生 


哥 日 尼 理 论 的 更 大 的 价值 是 在 哲学 上 ,而 非 科 学 上 ,因为 他 一 直 坚 信 古 希腊 的 神秘 原 
则 , 即 所 有 天 体 运动 必须 是 圆周 的 和 匀速 的 ,这 当然 是 不 符合 事实 的 . 对 哥 白 尼 理 论 的 决 
定性 改造 是 五 十 年 后 由 德国 数学 家 、 天 文学 家 开 普 勒 作 出 的 . 开 普 勒 将 奇妙 的 想象 力 、 洋 
洲 的 热情 在 获取 观测 资料 时 的 无 限 耐 心 与 对 事实 细节 的 极度 服从 结合 起 来 . 在 获得 了 第 


谷 。 布 拉 赫 (CTycho Brahe, 1546 一 1601) 的 观察 资料 ,并 且 自 
己 也 做 了 更 多 的 观测 后 , 开 普 勒 提出 了 天 体 运 动 三 定律 . 前 
两 个 定律 在 1609 年 出 版 的 ( 论 火星 的 运动 ) 中 公布 于 世 . 这 
就 实现 了 天 体力 学 从 几何 学 向 物理 学 的 转变 . 


1. 开 普 勒 的 三 定律 


开 普 勒 力 求 用 数学 工具 找 出 由 太阳 引力 产生 的 行星 的 
实际 轨迹 曲线 . 他 花 了 四 年 时 间 认 真 研究 了 火星 的 轨道 . 他 
发 现 利用 哥 白 尼 提 出 的 模型 ,火星 的 轨道 与 第 谷 的 观测 记录 
有 8 角度 的 误差 . 他 没有 把 它 作 为 观测 误差 而 忽略 过 去 , 因 
为 他 知道 ,第 谷 的 颇 为 精密 的 仪器 记录 的 行星 位 置 , 其 误差 
是 远 小 于 8 的 . 他 敏锐 地 觉察 到 ,火星 可 能 不 是 做 匀速 圆周 
运动 .束缚 人 们 头脑 两 千年 之 久 的 相 拉 图 的 " 勺 速 圆 周 运动 ” 
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第 一 次 受到 严肃 的 质疑 . 这 不 容 忽 视 的 8 ,使 他 走 上 了 改革 整个 天 文学 的 道路 . 

开 普 勒 的 才华 和 数学 知识 终于 起 了 作用 . 他 想起 古 希 腊 阿 波 罗 尼 研究 过 的 圆锥 曲线 
一 一 椭圆 . 他 发 现 如 果 火 星 的 轨道 不 是 正 圆 ,而 是 椭圆 ,这 8 的 偏差 正好 消除 . 开 普 勒 迈 出 
了 关键 的 一 步 : 火星 的 轨道 是 椭圆 ,不 是 正 圆 . 接着 他 又 把 这 一 认识 推广 到 所 有 的 行星 . 


在 《天 文学 新 论 》 中 ,他 写 道 : 


当 它 们 不 能 被 忽略 时 , 仅 这 8 就 能 开辟 一 条 引起 天 文学 完全 


一 变革 中 大 部 分 工作 的 核心 . 


变革 的 道路 ,并 且 构 成 这 


这 样 , 开 普 勒 创立 了 椭圆 轨 道理 论 . 第 一 定律 与 一 切 传统 决裂 ,在 天 文学 中 引进 了 椭圆 . 
第 一 定律 (椭圆 定 律 ) 行星 在 椭圆 轨道 上 绕 太 阳 运 动 ,太阳 在 此 椭圆 的 一 个 焦点 上 


(图 3-1). 


43 


44 


第 3 章 现代 科学 的 发 端 


第 一 定律 告诉 我 们 行星 遵循 的 路 径 , 但 没有 告诉 我 们 行星 沿 这 条 路 径 运 动 有 多 快 . 如 
果 我 们 观察 到 行星 在 某 时 刻 的 位 置 , 还 是 不 知道 它 在 下 一 时 刻 会 在 什么 古人 曾 猜测 
行星 做 匀速 运动 ,但 观察 资料 显示 不 是 这 样 . 那么 行星 按 什么 规律 运行 呢 ? 开 普 勒 的 第 二 
个 发 现 是 : 

第 二 定律 (面积 定律 ) ”从 太阳 到 行星 的 向 径 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相同 的 面积 (图 3-1). 

还 有 一 个 重要 问题 没有 解决 : 什么 规律 描述 了 行星 到 太阳 的 距离 ? 使 此 问题 更 复 
杂 的 是 ,行星 到 太阳 的 距离 不 是 恒定 的 , 它 在 不 断 变化 . 开 普 勒 探求 一 条 能 将 此 问题 考 
虑 在 内 的 新 定律 . 他 相信 大 自然 不 仅 是 根据 数学 设计 的 ,而 且 是 和 谐 设 计 的 . 他 相信 有 
一 种 天 体 的 音乐 产生 和 谐 的 音响 效果 ,虽然 不 是 产生 实际 的 声音 ,不 过 将 行星 运动 的 事 
hg he et 顺 着 这 条 线索 ,经 过 数学 论证 和 音乐 论证 的 令 人 惊异 

I 结合 ,他 得 到 了 第 三 定律 . 如 果 工 是 任 一 行星 的 公转 周期 ,D 是 它 的 运行 轨道 的 半 长 
2 
T=ED’. 

第 三 定律 (调和 定律 ) 行星 绕 太 阳 公 和 转 的 周期 的 平方 与 椭圆 轨道 的 半 长 轴 的 立方 成 

A 
条 定律 发 表 在 1619 年 出 版 的 4 论 世 界 的 和 谐 》 一 书 中 . 在 书 中 叙述 了 这 条 定律 后 
nn 

上 帝 的 智慧 是 无 穷 无 尽 的 ;他 的 荣光 与 大 能 也 是 无 穷 无 尽 的 .天 空 啊 , 喝 起 对 他 的 赞 
歌 ! 太阳 、 月 亮 和 行星 ,用 你 们 说 不 出 的 语言 来 颂扬 他 1! 天 体 的 和 谐 , 所 有 领悟 他 奇妙 作 
品 的 人 ,赞美 他 吧 . 我 的 灵 瑰 啊 , 赞 美 你 的 创造 者 吧 ! 只 是 通过 他 而 且 在 他 之 中 一 切 才 会 
存在 . 我 们 深 知 的 ,包含 在 我 们 虚荣 的 科学 中 ,也 包含 在 他 之 中 . 赞美 .荣誉 和 荣 万 都 永远 
归于 他 . 

开 普 勒 的 工作 是 一 项 巨大 的 创新 ,是 对 日 心 说 的 大 大 推进 . 这 三 定律 出 色 地 证 明了 毕 
达 哥 拉 斯 主义 核心 的 数学 原理 . 的 确 是 ,现象 的 数字 结构 提供 了 理解 现象 的 钥匙 . 

两 千年 前 希腊 人 关于 圆锥 曲线 的 发 现 到 伽利略 和 开 普 勒 的 手 里 才 得 到 第 一 次 应 用 . 
伽利略 发 现 抛射 体 的 运动 的 轨迹 是 抛物 线 , 开 普 勒 发 现行 星 在 椭圆 轨道 上 绕 太 阳 运 动 


2. 开 普 勒 的 天 文学 与 正 多 面体 

数 的 神秘 性 一 直 吸 引 着 开 普 勒 ,他 曾 长 期 寻找 行星 各 轨道 之 间 的 数学 联系 . 在 1596 
年 出 版 的 (宇宙 之 迹 ) 一 书 中 ,他 把 柏拉图 的 五 种 正 多 面体 与 行星 轨道 联系 了 起 来 . 在 该 书 
的 序言 中 ,他 写 道 : 

我 从 事 于 证 明 , 上 沉 在 创造 宇宙 和 调节 宇 突 的 秩序 时 ,心目 中 所 注视 的 是 自 毕 达 哥 拉 


| 
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斯 和 柏拉图 以 来 我 们 所 知 的 五 个 正 几 何 体 , 他 根据 这 些 正 几 何 体 的 尺度 确定 了 天 体 的 数 
量 、 它 们 之 间 的 比例 和 运动 关系 . 

他 设 定 6 个 行星 的 轨道 半径 是 与 5 个 正 立 方 体 有 关 的 球体 的 半径 . 最 大 的 半径 是 
土星 的 轨道 半径 .在 这 个 半径 的 球 中 内 接 一 个 正方 体 , 并 在 这 个 正方 体 中 ,内 切 一 个 球 ， 
它 的 半径 就 是 木星 的 半径 . 再 在 这 个 球 中 内 接 一 个 正四 面体 ,在 这 个 正四 面体 中 内 切 一 
个 球 ,这 个 球 的 半径 就 是 火星 的 半径 . 按 这 种 办 法 推 下 去 ,接着 用 到 的 正 多 面体 依次 是 
正 十 二 面体 .正八 面体 .正二 十 面体 . 这 样 能 得 到 6 个 球体 ,正好 是 当时 知道 的 行星 的 个 
数 ( 图 3-2 ). 


当然 , 开 普 勒 还 不 知道 天 王 星 海王 星 和 冥王 星 这 3 个 外 行星 ,它们 分 别 发 现 于 1781 
年 .1846 年 和 1930 年 . 

开 普 勒 试 图 找 出 造物 主 为 什么 要 选择 柏拉图 立体 这 样 的 一 种 次 序 的 理由 ,以 及 这 些 
行星 的 占星 术 性 质 和 相应 的 正 多 面体 的 性 质 之 间 的 比较 . 他 以 一 首 气势 磅 磷 的 赞美 诗作 
为 全 书 的 结束 ,在 其 中 他 宣告 了 他 的 信条 :“ 我 极为 相信 神 在 世上 的 意志 ”. 

赫 尔 曼 ， 外 尔 (Hermann Weyl) 说 :“ 现 在 我 们 仍然 共享 着 他 的 关于 宇宙 在 数学 上 是 
和 谐 的 这 一 信念 . 这 种 信念 经 受 住 了 不 断 积累 着 的 经 验 的 检验 . 不 过 我 们 不 是 在 静态 形式 
中 ,而 是 在 动态 形式 中 寻找 这 种 和 谐 .” 
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1， 和 牛顿 面临 的 问题 


到 1650 年 ,在 科学 家 头脑 中 占据 最 主要 地 位 的 问题 是 ,能 和 否 在 伽利略 的 地 上 物体 运 
动 定律 和 开 普 勒 的 天 体 运 动 定 律 之 间 建 立 一 种 联系 ?在 可 见 的 复杂 现象 后 面 ,应 该 有 不 
可 见 的 简单 规律 . 这 种 想法 可 能 过 于 自信 和 不 凡 , 但 在 17 世纪 的 科学 家 的 头脑 中 确实 产 
生 了 了 . 他 们 确信 ,上 帝 数学 化 地 设计 了 世界 . 

牛顿 在 伽利略 和 开 普 勒 的 基础 上 ,发 现 了 万 有 引力 定律 .万 《一 一 一 一 一 
有 引力 定律 是 牛顿 和 他 同时 代 科 学 家 共同 奋斗 的 结果 . 牛顿 熟 大 自然 及 其 法 则 


悉 伽 利 略 的 运动 定律 ,知道 行星 受 一 个 被 吸 往 太阳 的 力 . 如 果 没 ”在 黑暗 中 隐藏 上 帝 说 : 


有 这 个 力 ,行星 将 做 直线 运动 . 这 个 想法 许多 人 都 有 过 . 哥 白 尼 、 “让 牛顿 云 吧 ,于 是 一 

开 普 勒 . 胡 克 (R. Hooke，1635 一 1703)、 哈 雷 (E. Halley，1656 一 切 成 为 光明 ， 

1742) 及 其 他 一 些 人 在 牛顿 之 前 就 开始 了 探索 工作 . 并 且 有 人 猜 

想 ,太阳 对 较 远 的 行星 的 引力 一 定 比 较 小 ,而 且 随 着 距离 的 增 波 首 (英国 诗人 ) 

大 , 力 成 反比 地 减 小 .但 他 们 的 工作 仅 限于 观察 和 猜测 . I 
牛顿 在 他 们 猜想 的 

基础 上 给 出 了 万 有 引力 公式 : 


2 


F=k 


其 中 ,是 常数 ,mi ,mm i 是 两 
物体 间 的 距离 . 从 运动 三 定律 和 万 有 引力 公式 很 容易 扒 
出 地 球 上 的 物体 运动 定律 . 对 天 体 运动 来 说 ,牛顿 的 真 
正成 就 在 于 ,他 从 万 有 引力 定律 出 发 证 明了 开 普 勒 的 三 
定律 . 这 为 万 有 引力 定律 的 正确 性 提供 了 强 有 力 的 
证 据 . 

牛顿 用 同一 个 公式 来 描述 太阳 对 行星 的 作用 ,以 
及 地 球 对 它 附近 物体 的 作用 . 这 就 是 说 ,牛顿 建立 的 这 
个 定律 描述 了 从 最 小 的 尘埃 到 最 遥远 的 天 体 的 运动 行 
为 . 宇宙 中 没有 哪 一 个 角落 不 在 这 个 定律 的 所 包含 的 
范围 内 . 这 是 人 类 认识 史上 的 一 次 空前 飞 路 ,不仅 具有 
苹果 落地 伟大 的 科学 意义 ,而 且 具 有 深远 的 社会 影响 . 它 强 有 力 
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地 证 明了 宇宙 的 数学 设计 ,摧毁 了 第 章 在 天 体 上 的 神秘 主义 、. 迷 信和 神学 . 
牛顿 的 万 有 引力 定律 二 百 多 年 来 一 直 在 科学 舞台 上 起 主导 作用 ,值得 作 一 些 深 入 考察 . 


2. 蕴 果 .月亮 和 万 有 引力 


1665 年 ,牛顿 23 岁 时 在 英国 剑桥 大 学 取得 学 士 学 位 ,并 受 邀 留 校 . 但 是 由 于 瘟疫 流 
行 ,学校 关 闭 了 18 个 月 ,于 是 他 回 到 自家 的 农场 .在 这 18 个 月 里 ,牛顿 商定 了 万 有 引力 定 
律 和 光 的 理论 的 基础 ,并 发 明了 微 积 

物理 学 中 有 一 个 故事 说 , 某 一 天 牛顿 在 自家 的 农场 看 到 一 


个 昔 果 落地 ,这 启发 他 去 考虑 重力 是 否 同样 是 造成 月 亮 运动 的 。 当 每 个 人 都 看 到 月 训 


原因 . 从 常人 看 来 ,苹果 和 月 亮 除了 都 是 圆 的 以 外 ,没有 什么 相 。 不 往 下 境 的 时 候 , 只 
同 之 处 : 一 个 在 地 上 ,一 个 在 天 上 ;一 个 很 快 腐烂 ,一 个 似乎 是 


顿 才 看 到 月 亮 正 
永恒 的 ;一 个 掉 下 来 ,一 个 高 最 在 天 空 .然而 在 别人 只 看 到 差异 。 千 频 才 看 到 月 亮 正在 


的 地 方 ,牛顿 却 看 到 了 相似 处 . 往 下 择 . 
我 们 来 追随 牛顿 的 思路 . 按照 惯性 定律 ,一 个 物体 ,如 果 它 瓦 薪 里 
不 受 力 ,将 做 匀速 直线 运动 . 要 使 月 亮 偏离 直线 运动 必须 有 一 (1871 一 1945， 法 国 


个 力作 用 于 它 . 如 果 月 亮 在 图 3-3 的 A 点 ,而 且 没 有 力作 用 于 
它 , 它 就 会 沿 直线 向 B 点 运动 ,而 实际 上 它 沿 圆周 运动 到 C 点. 一 
由 图 3-3 可 看 到 ,把 月 亮 向 内 拉 , 使 它 达到 C 点 的 力 是 向 地 心 的 ,就 像 作用 在 苹果 上 的 力 
一 样 . 牛顿 假设 ,这 个 力 与 拉 苹 果 向 下 的 力 来 源 相 同 , 都 是 地 球 的 引力 . 


诗人 和 哲学 家 ) 


A 由 惯性 引起 B 没有 引力 时 
和 ”有 
引力 引起 的 
亮 的 位 移 


3-3 
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牛顿 还 给 出 了 另外 的 论据 ,帮助 我 们 理解 为 什么 月 亮 留 在 天 上 . 考虑 从 高 山上 抛射 石 
块 (图 3-4) ,如 果 给 石 块 一 个 较 小 的 初始 速度 , 石 块 飞 不 多 远 就 落地 了 . 如 果 给 石 块 一 个 
较 大 的 初始 速度 , 石 块 会 飞 得 更 远 . 易 见 ,抛射 的 初始 速度 越 大 , 石 块 飞 得 越 远 . 初始 速度 
超过 一 定 界 限 , 石 块 就 变 成 卫星 了 . 石 块 一 直 在 下 落 , 但 由 于 地 球 的 弯曲 , 它 永 远 达 不 到 地 
面 ,而 代 之 以 石 块 绕 地 球 做 轨道 运动 . 牛顿 认识 到 ,月 球 实 际 上 是 刚好 具有 适当 的 速率 绕 
地 球 做 轨道 运动 . 它 一 直 在 下 落 ,但 永远 达 不 到 地 面 . 


在 牛顿 理解 到 月 亮 在 下 落 以 后 ,他 就 能 确定 月 亮 在 1 秒 内 下 落 多 少 ,并 能 与 地 球 表面 
的 下 落 的 苹果 相 比 较 . 在 地 球 引力 的 作用 下 ,月球 在 1 秒 内 向 地 球 下 落 多 少 ? 因为 人 们 知 
道 月 球 轨道 的 大 小 ,知道 月 球 一 个 月 绕 地 球 一 周 . 由 此 容易 算出 ,月 球 在 1 秒 内 向 地 球 下 
落 二 十 分 之 一 英寸 (1. 27mm). 

地 面 上 的 物体 1 秒 内 向 地 球 下 落 多 少 ? 从 伽利略 的 落体 定律 可 知 , 这 上 距离 是 16 黄 
斥 . 按照 万 有 引力 定律 算 一 算 ,月球 到 地 球 的 距离 是 地 球 半径 的 60 倍 .60: 王 3600. 用 3600 
去 除 16( 英 尺 ) ,得 到 0. 0044( 英 尺 ) ,近似 等 于 二 十 分 之 一 英寸 . 

这 样 牛顿 得 到 一 个 最 重要 的 证 据 , 证 明 保持 月 球 在 绕 地 球 运行 的 轨道 上 的 力 , 与 地 球 
吸引 地 上 物体 的 力 是 同一 个 力 . 

在 《 唐 瑛 》 中 , 拜 伦 写 道 ， 
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当 牛 顿 看 到 一 只 苹果 蛤 落 时 ， 
他 从 他 的 沉思 的 轻微 震惊 中 一 一 
据说 如 此 一 
发 现 了 一 种 叫做 “引力 ”的 模式 来 证 明 地 球 
在 以 最 自然 的 旋转 转动 ; 
这 是 自 亚当 以 来 能 够 把 一 个 蛤 落 
或 一 只 苹果 抓 牢 的 唯一 的 凡人 . 
今天 看 来 ,牛顿 的 推导 似乎 很 平凡 ,但 是 不 要 忘记 ,这 是 人 类 科学 史上 最 重要 的 推导 
之 一 , 正 是 这 一 推导 的 结论 奠定 了 航天 飞行 的 基础 . 
牛顿 在 他 逝世 前 写 的 回忆 录 中 ,关于 引力 定律 的 发 现 他 是 这 样 写 的 : 
同年 (1666 年 ), 我 开始 考虑 把 地 心 引力 延伸 到 月 球 轨 道上 ……: 推导 出 使 行星 保持 在 
它们 的 轨道 上 的 力 , 必 定 与 它们 到 转动 中 心 的 距离 的 平方 成 反比 . 由 此 ,我 比较 了 使 月 球 
保持 在 它 的 轨道 上 所 需要 的 力 与 地 面 上 的 重力 .并 发 现 答 案 相 当 吻 合 , 这 一 切 是 在 1665 
和 1666 这 两 个 疫 汪 年 代 进 行 的 ,因为 那些 年 代 是 我 发 现 . 思 考 数学 和 哲学 的 最 佳 年 华 . 
牛顿 向 自己 提出 的 第 二 个 问题 是 : 引力 的 这 种 性 质 在 多 大 程度 上 有 效 ? 特别 是 , 太 
阳 是 否 也 有 类 似 的 力 使 行星 做 轨道 运动 ? 这 些 问 题 的 答案 可 以 在 开 普 勒 的 定律 中 找到 . 
牛顿 指出 , 开 普 勒 第 二 定律 一 一 从 太阳 到 行星 的 向 径 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相同 的 面 
只 一 一 意味 着 存在 一 个 有 心力 , 即 指 向 太阳 的 力 . 开 普 勒 第 一 定律 一 一 行星 在 椭圆 轨道 上 
绕 太 阳 运 动 ,太阳 在 此 椭圆 的 一 个 焦点 上 是 引力 平方 反比 定律 的 一 个 结论 . 最 后 ,如 
果 万 有 引力 定律 对 所 有 的 行星 者 成立, 那么 由 此 就 可 推出 开 普 勒 第 三 定律 . 牛顿 就 是 以 这 
样 的 方式 阐明 他 的 万 有 引力 定律 的 , 即 宇宙 中 任 一 粒子 对 其 他 任何 粒子 都 有 引力 作用 ,其 
大 小 与 它们 之 间距 离 的 平方 成 反比 . 万 有 引力 定律 发 现 113 年 后 ,在 地 面 上 首次 用 实验 证 
实 定律 的 是 卡 文 迪 什 CH. Cavendish, 1731 一 1810). 他 于 1798 年 进行 的 扭 称 实验 测 得 两 
个 小 球 之 间 的 引力 与 计算 相符 . 
牛顿 其 实 只 证 明了 万 有 引力 定律 对 太阳 系 是 普 适 的 . 对 太阳 系 外 如 何 ? 它 继续 有 效 
吗 ? 英国 天 文学 家 威廉 ， 赫 吹 尔 (W. Herschel，1738 一 1822) 根 据 对 恒星 对 的 研究 ,于 
1803 年 宣布 ,在 某 些 时 候 , 恒 星 对 是 双星 ,它们 相互 绕 着 对 方 旋转 ,其 表现 轨道 是 椭圆 ,而 
且 开 普 勒 面积 定律 照样 适用 .换言之 ,这 种 观察 使 得 万 有 引力 定律 的 适用 范围 从 太阳 系 扩 
展 到 了 到 远 的 恒星 . 我们 现在 很 难 想象 赫 舱 尔 的 发 现 对 他 的 同时 代 人 有 和 多么 大 的 影响 . 
引力 定律 被 称 为 "人 类 头脑 所 能 达到 的 最 伟大 的 推广 ” 
但 是 ,牛顿 定律 并 不 能 解释 太阳 系 的 一 切 现象 .例如 水 星 的 运 


动 . 这 说 明 一 个 理论 必 
有 它 的 局 限 性 . 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 似乎 已 能 圆满 解释 水 星 的 运动 . 
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3. 奇妙 的 预测 


哈雷 超星 ”万 有 引力 定律 是 宇宙 的 根本 定律 . 根据 万 有 引力 定律 所 作 的 预测 中 最 令 
人 了 瞩目 的 要 算是 哈雷 的 预言 了 . 哈雷 在 1705 年 向 英国 皇家 协会 作 了 《彗星 摘要 》 的 专题 报 
告 . 在 这 份 经 典 论 文中 ,他 仔细 研究 了 有 关 彗 星 的 各 种 记载 ,并 根据 牛顿 定律 对 从 1337 年 
1698 年 作 过 专门 观察 的 24 颗 在 星 进 行 了 抛物 线 的 计算 . 这 份 论文 的 准确 性 和 完备 性 

达到 了 至 善 至 美的 程度 ,对 人 类 知识 作出 了 既 有 纪念 意义 又 令 人 回味 无 穷 的 贡献 . 正 是 在 

这 篇 论文 中 ,哈雷 想到 ， 车 星 的 轨迹 可 能 是 极 扁 的 椭圆 而 不 是 抛物 线 . 然而 在 前 一 种 情况 
下 , 赶 星 就 是 太阳 系 的 成 员 了 ,经 过 漫长 的 若干 年 ,它们 将 重新 出 现 . 正 因 为 有 这 种 可 能 ， 
哈雷 才 做 了 大 量 的 计算 工作 . 这 样 , 当 出 现 一 个 新 彗星 时 ,可 将 它 的 轨迹 与 已 计算 出 的 轨 
迹 比 较 , 由 此 就 可 确定 出 这 颗 彗 星 是 否 出 现 过 . 正 是 这 些 计算 使 他 相信 ,1531 年 的 那 颗 盐 
星 与 1607 年 观察 到 的 彗星 以 及 1682 年 他 亲自 观察 过 的 彗星 是 同一 颗 彗 星 . 他 写 道 :“ 由 
此 我 很 有 信心 地 大 胆 预言 ,这 果 彗 星 将 于 1758 年 出 现 .” 这 就 是 最 著名 的 哈雷 彗星 的 起 
源 . 哈雷 没有 看 到 这 颗 替 星 再 次 出 现 就 去 世 了 ,但 它 确实 在 哈雷 所 预言 的 那 一 年 出 现 了 . 

计算 发 现 了 海王 星 1781 年 , 赫 软 尔 用 望远镜 发 现 了 天 王 星 .19 世纪 ,人 们 用 望远镜 
对 天 王 星 进行 观测 时 ,发 现 它 的 运动 总 是 不 太 “ 守 规矩 ", 老 是 偏离 预先 计算 的 轨道 ,到 
1845 年 已 偏离 有 2' 的 角度 了 . 什么 原因 呢 ? 数学 家 贝 寨 尔 (FE. W. Bessel，1784 一 1846) 和 
一 些 天 文学 家 设想 ,在 天 王 星 的 外 侧 还 有 一 颗 行星 ,由 于 它 的 引力 , 才 扰 乱 了 和 天王星 的 运 
行 . 可 是 ,天 涯 无 际 , 到 哪里 去 找 这 颗 行 星 呢 ? 

1843 年 ,英国 剑桥 大 学 22 岁 的 学 生 亚 当 斯 (J. C. Adams，1819 一 1892) 根据 力学 原 
理 , 利 用 微 积分 等 数学 工具 ,算出 了 未 知行 星 的 位 置 . 这 年 10 月 21 日 ,他 兴高采烈 地 把 算 
出 的 结果 寄 给 格林 威 治 天 文 台 台 长 .不 料 这 位 台 长 是 一 位 迷信 权威 的 人 ,他 根本 看 不 起 亚 
当 斯 这 样 的 "小 人 物 ”, 而 采取 置之不理 的 态度 . 

比 亚 当 斯 稍 晚 ,法 国 巴 黎 天 文 台 青 年 数学 家 勒 维 列 (U. J.J. Leverrie, 1811 一 1877) 于 
1845 年 解 出 了 由 几 十 个 方程 式 组 成 的 方程 组 ,并 于 1848 年 8 月 31 日 算出 了 新 行星 的 轨 
道 . 他 在 这 一 年 9 月 18 日 写 信 给 当时 拥有 详细 星 图 的 天 文 台 的 工作 人 员 加 勒 ,对 他 说 : 

“请 把 望远镜 对 准 黄道 上 的 宝 瓶 星 座 , 即 经 度 326" 的 地 方 ,那么 你 将 在 离 此 点 1" 左 右 的 区 
域内 见 到 一 颗 九 等 星 . "(肉眼 能 看 到 的 最 弱 的 星 是 六 等 星 ). 加 勒 在 9 月 23 日 接 到 了 勒 维 
列 的 信 , 当晚 他 就 按照 勒 维 列 指定 的 位 置 观察 . 果然 在 不 到 半 小 时 内 ,找到 一 颗 以 前 没有 
见 到 过 的 星 , 与 勒 维 列 计算 的 位 置 相差 只 有 52“. 经 过 24 小 时 的 连续 观察 ,他 发 现 这 颗 星 
在 恒星 间 移 动 着 ,的 确 是 一 颗 行星 . 所 有 天 文学 家 经 过 一 段 时 间 的 讨论 ,都 公认 它 便 是 太 
了 昌 系 的 第 八大 行星 ,并 根据 希腊 的 神话 故事 ,把 它 命 名 为 海王 星 . 这 是 人 类 最 早 用 笔头 算 
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出 的 行星 , 这 个 发 现 是 数学 计算 的 胜利 ,并 产生 了 很 大 影响 . 它 拯救 了 四 分 之 一 世纪 以 来 
人 们 以 为 失败 了 的 天 体力 学 . 

1915 年 ,英国 天 文学 家 洛 韦 耳 用 同样 的 方法 算出 了 太阳 系 最 远 的 行星 一 一 冥王 星 . 
1931 年 ,美国 的 汤 波 真 的 发 现 了 这 颗 行 星 . 这 些 成 果 极 好 地 证 明了 ,我 们 关于 外 部 世界 的 
许多 知识 不 是 通过 感官 知觉 ,而 是 通过 数学 获得 的 . 


/1 总 命 铸 
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pp 


越 往 前 走 艺术 越 是 科学 化 ,同时 科学 越 是 艺术 化 .两 者 在 山 芒 分 手 ,有 朝 一 
福 楼 大 


日 终 将 在 山顶 重 连 . 
我 们 要 想 为 科学 理论 和 科学 方法 的 正确 与 否 进 行 辩 护 , 必 须 从 美学 价值 方 
面 着 手 . 没有 规律 的 事实 是 索然 无 味 的 ,没有 理论 的 规律 充其量 只 是 实用 的 意 
义 , 所 以 我 们 可 以 发 现 , 科 学 家 的 动机 从 一 开始 就 显示 出 一 种 美学 的 冲动 …… 科 
沙 利文 


学 在 艺术 上 的 不 足 程度 ,恰好 是 科学 上 不 完善 的 程度 . 
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1， 美 与 真 
科学 和 艺术 都 是 通过 感官 提供 的 信息 去 追求 一 个 共同 的 目标 : 揭示 自然 界 的 奥秘 ， 
A 


但 是 它们 分 属于 不 同 的 领域 . 科学 的 目的 是 求 真 ,艺术 的 目的 是 求 美 . 关于 美和 真 的 关系 ， 


美 就 是 真 ， 
真 就 是 美 一 一 这 就 是 
你 所 知道 的 ， 
和 你 应 该 知道 的 


英国 诗人 济 慈 写 道 ， 


说 都 是 真 . 
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什么 是 美 ? 美 就 是 形象 与 对 象 一 致 . 达 . 芬 奇 (L. Da Vinci, 1452 一 1519) 的 蒙 娜 丽 莎 
( 彩 图 2) 既 描绘 了 形象 美 , 也 描绘 了 心灵 美 . 

美和 真是 相伴 的 ,有 美的 地 方 就 有 真 ,有 真 的 地 方 就 有 美 . 这 是 科学 史 一 再 证 明了 的 
事实 . 狄 拉克 (P. A. M. Dirac) 发 现 正 电子 ,来 自 对 称 美 ; 门 捷 列 夫 (D. I. Mendeleev， 
1834 一 1907) 发 现 元 素 周期 律 ,来自 周期 性 . 曾 为 牛顿 和 贝多 芬 (L. van Beethoven, 1770 一 
1827) 写 过 出 色 传 记 的 沙 利文 说 : 

“科学 的 首要 目标 是 发 现 自然 界 中 的 和 谐 …… 一 个 科学 理论 成 就 的 大 小 ,事实 上 就 在 
于 它 的 美学 价值 . 因为 给 原本 混乱 的 东西 带 来 多 少 和 谐 , 是 衡量 一 个 科学 理论 成 就 的 手段 
A 


2. 异同 比较 


科学 家 研究 的 是 纯粹 客观 的 东西 ,采用 的 手段 是 观察 .实验 和 推理 . 科学 家 在 异 中 求 
同 , 他 们 力图 把 各 种 现象 追溯 到 它们 的 终极 原因 ,追溯 到 它们 的 一 般 规律 . 艺术 家 追求 的 
是 纯粹 主观 的 东西 , 采用 的 手段 是 观察 .想象 和 激情 ;艺术 家 在 同 中 观 异 , 寻 求 差 异 与 个 
性 ,他 们 追求 的 是 具体 化 和 对 实在 的 夸张 . 

科学 是 概念 思维 ,艺术 是 形象 思维 . 科学 的 目的 是 发 现 真理 ,艺术 的 目的 是 认识 真实 . 
科学 无 个 性 一 一 科学 中 的 真理 不 带 时 间 、 地 点 和 发 现 真理 的 个 性 的 痕迹 . 艺术 有 个 性 一 一 
在 艺术 中 表现 出 时 代 、 地 点 、 艺 术 家 的 观点 、 创 造 者 的 个 性 一 一 他 的 社会 见解 .气质 和 喜 
好 . 科学 发 现 唯一 的 客观 真理 ,艺术 揭示 无 限 的 艺术 真实 ， 

在 科学 中 ,新 的 理论 比 旧 理论 重要 . 科学 的 新 真理 常常 代替 旧 真 理 ,或 者 将 其 完全 看 
没 , 或 者 限制 旧 真 理 的 真实 范围 . 艺术 的 经 典 比 新 作 更 受 欢迎 ,并 且 艺 术 中 的 新 真理 无 权 
限制 旧 真 理 . 


3. 相互 依存 
英国 著名 博物 学 家 赫 和 胥 黎 (T. H. Huxley, 1825 一 1895) 说 :“ 科 学 和 艺术 就 是 自然 这 
块 奖章 的 正面 和 反面 . 它 的 一 面 以 感情 来 表达 事物 的 永恒 秩序 ; 男 一 面 以 思想 的 形式 来 表 


达 事 物 的 永恒 秩序 . ”科学 与 艺术 始终 是 相互 促进 、 相 互 交 融 的 . 

科学 不 仅 需 要 严 并 和 求实 ,也 需要 大 胆 幻想 . 列宁 说 过 :“ 在 最 严密 的 科学 中 也 不 能 
否认 幻想 的 作用 . ”并 且说 :“ 如 果 说 幻想 只 有 诗人 才 需 要 ,这 是 毫 无 根据 的 . 甚至 在 数学 
中 也 需要 有 幻想 . 如 果 没 有 幻想 ,甚至 微 积分 的 发 明 也 是 不 可 能 的 . ”由 绘画 引出 的 射影 几 
何 就 包含 了 最 大 胆 的 幻想 . 无穷 远 点 、 无 穷 远 直线 就 是 数学 家 想象 的 产物 ,它们 并 不 存在 于 
现实 空间 . 科学 需要 艺术 的 滋养 和 启发 ,只 懂 科学 不 懂 艺 术 不 会 成 为 一 个 完备 的 科学 家 . 
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只 懂 艺 术 不 懂 科学 也 不 会 是 一 个 好 的 艺术 家 . 不 懂 科 学 的 艺术 家 必然 是 一 个 落伍 者 ， 
艺术 本 身 也 在 受到 科学 的 深刻 影响 . 在 音乐 中 ,数学 不 仅 在 确定 音律 .分析 乐 声 的 结构 方 
面 起 到 关键 的 作用 ,而 且 还 扩展 到 了 作曲 本 身 .一 些 大 师 , 如 巴赫 、 勋 伯 格 为 音乐 作曲 发 展 
了 大 量 的 数学 理论 . 从 文艺 复兴 时 代 起 ,绘画 就 与 数学 密 不 可 分 . 画家 始终 从 几何 学 中 寻 
求 规律 和 灵感 ,借助 欧 氏 几何 学 ,画家 们 创立 了 透视 画 , 而 四 维 几 何 学 激励 了 20 世纪 立体 
派 画家 的 诞生 . 毕加索 说 :“ 画 家 的 画室 应 该 是 一 个 实验 室 . 在 那里 ,你 不 会 以 猴子 的 方式 
去 制作 艺术 ,而 是 去 发 明 .” 

科学 越 是 发 展 共性 ,社会 就 越 需要 艺术 去 发 展 个 性 ,科学 需要 艺术 的 滋补 ,艺术 需要 
科学 的 帮助 . 

计算 机 的 介入 改变 着 一 切 科学 ,也 改变 着 一 切 艺术 . 

当然 ,科学 与 艺术 各 有 它 自身 的 规律 ,只 能 互相 增进 ,互相 影响 ,而 不 能 互相 替代 . 福 
楼 拜 说 : 

“心灵 与 理智 是 不 可 分 割 的 , 谁 把 两 者 分 开 , 谁 就 其 中 任何 一 个 也 得 不 到 .” 


3 2 绘画 与 数学 


1. 绘画 与 科学 


绘画 属于 艺术 ,用 形象 话说 ,是 一 种 错觉 艺术 . 它 的 目的 是 把 三 维 空间 的 景物 展现 在 
二 维 空间 . 它 借助 的 工具 有 两 个 : 

(1) 几何 学 一 一 用 于 安排 景物 的 远近 .大 小 和 位 置 ; 

(2) 光学 一 一 用 明暗 表示 景物 的 向 背 和 深度 . 

借助 数学 .物理 可 以 使 绘画 达到 更 加 逼真 的 效果 . 


2. 新 的 时 代 ,新 的 艺术 


到 了 13 世纪 的 时 候 , 通 过 翻译 阿拉 伯 和 和 希腊 的 著作 ,使 亚 里 士 多 德 的 著作 广泛 为 人 
们 所 知晓 . 西方 的 画家 们 开始 意识 到 ,中 世纪 的 绘画 是 脱离 现实 和 脱离 生活 的 ,这 种 倾向 
应 当 纠 正 , 实际 上 ,从 中 世纪 转向 文艺 复兴 ,首先 是 人 性 的 觉醒 . 在 中 世纪 ,艺术 只 是 为 了 
“训导 人 ?成 为 一 个 好 的 信徒 .到 了 文艺 复兴 时 期 ,艺术 则 更 多 的 是 为 了 “丰富 人 ”和 ”愉悦 
人 ”于 是 ,艺术 上 经 历 了 从 神 本 主义 向 人 本 主义 转化 的 深刻 变革 . 

在 中 世纪 严格 的 思想 控制 下 ,希腊 .罗马 艺术 中 美丽 的 维 纳 斯 竟 被 看 做 是 “ 异 教 的 女 
妖 ”, 而 遭 到 据 弃 . 到 了 文艺 复兴 时 期 ,向 往 古典 文化 的 意大利 人 却 觉得 这 个 从 海里 升 起 来 


8$2 ”绘画 与 数学 


的 女神 是 新 时 代 的 信使 ,她 把 美 带 到 了 人 间 . 如 博 带 切 利 (S. Botticelli，1446 一 1510) 的 
《 春 》( 彩 图 3) 和 《 维 纳 斯 的 诞生 》( 彩 图 4) 是 大 胆 的 非 基 督 教 题材 . 其 题材 来 自 希腊 ,是 异 
教徒 的 . 这 两 幅 画 充满 了 徐徐 春风 , 维 纳 斯 同 美女 俊男 都 美丽 超 逸 ,处 于 人 神 之 间 . 那些 女 
神 流露 着 情欲 和 淡淡 的 忧郁 ,大 胆 地 冲破 了 中 世纪 的 传统 . 

但 是 ,足以 与 神学 抗衡 的 ,不 是 别 的 ,而 是 科学 . 绝 不 可 低估 文艺 复兴 时 期 科学 成 果 对 
人 类 文化 的 巨大 影响 . 哥伦布 发 现 新 大 陆 , 哥 白 尼 确立 日 心 说 ,都 使 世界 改变 了 面貌 . 科学 
也 有 效 地 促进 了 艺术 的 发 展 , 因 为 艺术 的 发 展 固然 要 求人 的 感情 从 神 的 控制 下 解放 出 来 ， 
但 也 需要 人 能 以 理性 的 明智 去 正确 地 认识 世界 . 

新 的 时 代 需 要 新 的 艺术 ,这 种 新 艺术 就 是 透视 画 . 

文艺 复兴 时 期 的 艺术 家 们 最 先 认真 地 运用 和 硕 腊 学 说 : 自然 界 的 本 质 在 于 数学 . 为 什 
么 会 这 样 呢 ? 第 一 个 原因 在 任何 时 候 都 起 作用 , 那 就 是 艺术 家 们 追求 盘 真 的 绘画 创造 . 除 
去 创作 意图 和 颜色 外 ,画家 所 画 的 东西 是 位 于 一 定 空间 的 几何 形体 . 描绘 它们 在 空间 的 位 
置 与 相互 关系 需要 几何 . 其 次 是 他 们 深 受 希腊 哲学 的 影响 . 他 们 相信 ,数学 是 现实 世界 的 
本 质 , 宇 宙 是 有 序 的 ,能 够 按照 几何 方式 理性 化 . 再 一 个 原因 就 是 , 那 时 的 艺术 家 都 具有 很 
好 的 数学 素养 ,他 们 也 是 那个 时 代 的 建筑 师 和 工程 师 , 因 此 他 们 必然 爱好 数学 . 


3. 引入 第 三 维 


文艺 复兴 时 期 的 绘画 与 中 世纪 绘画 的 本 质 区 别 在 于 引入 了 第 三 维 ,也 就 是 在 绘画 中 
处 理 了 空间 、 距 离 . 体 积 、 质 量 和 视觉 印象 . 三 维 空间 的 画面 只 有 通过 光学 透视 体系 的 表达 
方法 才能 得 到 . 这 方面 的 成 就 是 在 14 世纪 初 由 杜 乔 (Duccio，1255 一 1319) 和 乔 托 (Giot- 
to,， 1276 一 1336) 取 得 的 . 在 他 们 的 作品 中 出 现 了 几 种 方法 ,而 这 些 方 法 成 为 一 种 数学 体系 
发 展 过 程 中 的 一 个 重要 阶段 . 

乔 托 是 西洋 美术 史上 开局 性 的 人 物 , 他 不 但 是 以 画家 的 身份 被 承认 、 被 尊重 的 第 一 
人 ,而 且 是 对 人 类 美术 最 光辉 的 文艺 复兴 时 期 影响 最 关键 的 人 . 文艺 复兴 初期 的 马 萨 乔 ， 
盛 期 的 米 开 朗 基 罗 都 承认 深 深 受到 乔 托 的 影响 ,因此 后 世尊 乔 托 为 "西洋 绘画 之 父 ” 文艺 
复兴 时 期 的 传记 作家 乔治 瓦 萨 里 曾 这 样 赞 美 他 : 

“我 认为 ,所 有 的 画家 都 得 意 于 乔 托 这 位 佛罗伦萨 的 画师 ,正如 他 们 得 益 于 大 自然 一 
和 乔 托 竟 能 在 如 此 一 个 如 俗 无 能 的 年 代 送 发 光彩 ,一 举 恢复 了 他 的 同时 代 人 几乎 一 
无 所 知 的 古典 艺术 .这 实在 是 一 大 奇迹 .” 

乔 托 是 一 个 早熟 的 农家 孩子 ,为 人 牧羊 . 他 非常 喜欢 画 画 , 常 常 使 用 身边 的 任何 材料 
作画 . 当时 的 著名 画师 契 马 布 埃 听 到 后 , 便 来 到 路 边 , 让 他 画 点 什么 看 看 ,结果 使 他 大 为 惊 
奇 , 遂 给 这 个 孩子 的 父母 一 笔 钱 ,把 他 带 到 佛罗伦萨 为 徒 ( 彩 图 5). 
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乔 托 是 历史 记载 中 第 一 个 凭 直觉 悟 出 有 一 种 绘画 技巧 最 为 优越 的 人 ,这 就 是 在 构图 
上 应 把 视点 放 在 一 个 静止 不 动 的 点 上 ,并 由 此 引出 一 条 水 平 轴线 和 一 条 竖 直 轴线 来 . 由 
此 , 乔 托 在 绘画 艺术 上 恢复 了 欧 几 里 得 的 空间 概念 ,虽然 他 并 没有 大 量 的 几何 命题 加 以 解 
释 . 这 样 , 沿 训 了 两 千年 的 扁平 画面 ,一 下 子 得 到 了 深度 这 个 第 三 维度 . 这 可 以 在 他 的 作品 
《金门 重逢 》 彩 图 6) 中 看 出 来 . 这 就 是 “透视 画 法 ” 

他 在 创作 中 直接 利用 了 视觉 印象 中 的 空间 关系 . 他 画 中 的 景物 具有 厚度 感 、 空 间 感 和 
生命 力 . 他 是 光学 透视 体系 发 展 中 的 关键 人 物 . 尽管 他 的 画 在 视角 上 并 不 正确 ,但 从 整体 
看 来 ,他 的 作品 却 显示 了 他 那个 时 代 的 最 伟大 的 成 就 . 

技巧 和 观念 上 的 进步 则 应 归功 于 洛 伦 采 蒂 (A. Lorenzetti，1323 一 1348). 他 所 选取 的 
题材 具有 现实 性 . 他 的 线条 充满 生机 ,画面 健康 活泼 ,富有 人 人情味 . 在 “圣母 领 报 图 ”( 图 
4-1) 中 ,景物 所 占据 的 地 面 给 人 以 明确 的 现实 感 ,而 且 与 后 墙 明 显 地 分 开 了 . 地 面 既 作为 
对 物体 大 小 的 度量 ,又 暗示 出 空间 向 后 延伸 ,直到 后 墙 . 其 次 ,从 观察 者 角度 看 ,楼 板 线条 都 


在 洛 伦 采 蒂 身 上 ,我 们 看 到 了 文艺 复兴 时 期 的 艺术 家 在 引入 光学 透视 体系 前 所 得 到 
的 最 高 水 平 . 


4， 数 学 的 引 人 
到 15 世纪 ,西方 画家 们 终于 认识 到 ,必须 从 科学 上 对 光学 透视 体系 进行 研究 . 这 一 认 
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识 固然 受到 了 古 希 腊 、 古 罗马 透视 方面 的 著作 的 影响 而 得 以 强化 ,但 更 主要 的 是 受到 了 描 
述 真实 世界 这 一 渴望 的 刺激 . 从 根本 上 讲 ,把握 空间 结构 ,发 现 自然 界 的 奥秘 , 乃 是 文艺 复 
兴 时 期 哲学 的 一 种 信念 ,而 数学 是 探索 自然 界 的 最 有 效 的 方法 ,终极 真理 的 表达 方式 就 是 
数学 形式 . 

绘画 科学 是 由 布 鲁 内 莱 斯 基 (Brunelleschi,，1377 一 1446) 创 立 的 ,他 建立 了 一 个 透视 
体系 . 第 一 个 将 透视 画 法 系统 化 的 是 阿尔 贝蒂 (L. B. Alberti, 1404 一 1472). 他 的 《绘画 一 
BB 于 1435 年 出 版 .在 这 本 论著 中 他 指出 ,做 一 个 合格 的 画家 首先 要 精通 几何 学 . 他 认为 ， 
借助 数学 的 帮助 ,自然界 将 变 得 更 加 迷人 . 阿尔 贝蒂 的 重要 功绩 是 ,他 抓 住 了 透视 学 的 关 
键 , 即 * 没 影 点 ”的 存在 . 他 大 量 地 应 用 了 欧 几 里 得 几何 学 的 原理 ,以 帮助 后 世 的 艺术 家 掌 
握 这 一 技术 . 

最 重要 的 透视 学 家 碰巧 也 是 15 世纪 最 重要 的 数学 家 之 一 ,他 是 弗朗西斯 卡 
(P. Francesca, 约 1416 一 1492). 在 《绘画 透视 论 》 一 书 中 ,他 极 大 地 丰富 了 阿尔 贝蒂 的 学 
说 . 在 他 后 半生 的 二 十 年 内 写 了 三 篇 论文 ,试图 证 明 ,利用 透视 学 和 立体 几何 原理 ,从 数学 
中 可 以 推出 可 见 的 现实 世界 . 

自 乔 多 开始 ,经 阿尔 贝蒂 和 其 他 艺术 家 归纳 和 提高 而 得 到 的 透视 原理 ,是 艺术 史上 的 
里 程 碑 . 艺术 家 本 着 一 个 静止 点 画 画 , 便 能 把 几何 学 上 的 三 维 空间 以 适当 的 比例 安排 到 画 
面 上 . 透视 的 意思 是 “清楚 透彻 地 看 ”, 它 给 艺术 带 来 了 一 个 新 的 维度 . 将 景物 按照 透视 原 
理 投射 到 二 维 平 面 上 ,这 就 使 平面 变 成 了 一 扇 开 向 想象 中 的 立体 视界 的 窗户 . 对 海员 航海 
而 言 , 最 重要 的 水 平 线 从 此 成 了 美术 上 最 重要 的 定向 线 , 美 术 从 取材 到 结构 都 面向 了 真正 
的 世界 . 

对 此 , 埃 文 思 (W. Ivins) 在 著作 《美术 与 几何 学 ) 一 书 中 这 样 评述 : 

透视 原理 与 近 大 远 小 有 很 大 不 同 . 从 技术 角度 来 说 ,透视 是 将 三 维 空间 以 中 心 投 射 的 
方式 放 入 平面 .用 非 技术 性 的 词语 来 解释 ,透视 则 是 使 放 在 平面 上 的 各 个 图 形 , 同 它们 所 
代表 的 种 种 实际 物体 彼此 之 间 相 对 而 言 在 大 小 .形状 和 位 置 上 从 真实 的 空间 中 的 某 一 点 
看 上 去 能 够 一 模 一 样 的 方法 .我 未 曾 发 现 古 希腊 人 何 时 曾 在 实践 中 或 在 理论 上 提 到 过 上 
述 概念 …… 这 是 个 不 曾 为 古 希 腊 人 掌握 的 概念 . 这 个 原理 在 被 阿尔 贝 莫 提 出 时 ,人 们 对 几 
何 学 是 如 此 无 知 ,以 至 于 他 不 得 不 对 “直径 ”和 “垂直 ”两 个 名 词 作 出 解释 . 

鲁 塞 尔 认 为 这 一 发 现 十 分 重要 : 

透视 原理 把 唯一 一 个 视点 作为 第 一 要 素 , 这 便 使 视觉 体验 建立 在 稳定 的 基础 上 . 于 
是 , 它 在 混沌 中 创立 了 秩序 ,使 相互 参照 实现 了 精密 化 和 系统 化 .很 快 地 ,透视 原理 便 成 了 
一 致 和 稳定 的 试金石 . 

对 透视 学 作出 最 大 贡献 的 是 艺术 家 列 奥 纳 多 ， 达 ， 芬 奇 ( 彩 图 7) ,他 是 意大利 文艺 
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复兴 时 期 著名 的 画家 雕塑 家 .建筑 家 和 工程 师 . 他 认为 视觉 是 人 类 最 高 级 的 感觉 器 官 , 它 
直接 而 准确 地 表达 了 感觉 经 验 . 他 指出 ,人 观察 到 的 每 一 种 自然 现象 都 是 知识 的 对 象 . 他 
用 艺术 家 的 眼光 去 观察 和 接近 自然 ,用 科学 家 孜孜 不 倦 的 精神 去 探索 和 研究 自然 . 他 深 之 
的 哲理 和 严密 的 逻辑 使 他 在 艺术 和 科学 上 都 达到 了 顶峰 . 

达 ， 和 分 奇 通过 广泛 而 深入 地 研究 解剖 学 .透视 学 .几何 学 .物理 学 和 化 学 ,为 从 事 绘 画 
作 好 了 充分 的 准备 . 他 对 待 透视 学 的 态度 可 以 在 他 的 艺术 哲学 中 看 出 来 . 他 用 一 句 话 概括 
了 他 的 《艺术 专 论 ) 的 思想 : 

欣赏 我 的 作品 的 人 ,没有 一 个 不 是 数学 家 . 

达 ，。 分 育 坚 持 认 为 ,绘画 的 目的 是 再 现 自然 界 , 而 绘画 的 价值 就 在 于 精确 地 再 现 . 因 
此 ,绘画 是 一 门 科学 ,和 其 他 科学 一 样 , 其 基础 是 数学 . 他 指出 : 

“任何 人 类 的 探究 活动 也 不 能 成 为 科学 ,除非 这 种 活动 通过 数学 的 表达 方式 和 经 过 数 
学 证 明 为 自己 开辟 道路 .” 

5 艺术 家 丢 勒 

15 世纪 和 16 世纪 早期 ,几乎 所 有 的 绘画 大 师 都 试图 将 绘画 中 的 数学 原理 与 数学 和 
谐 、 实 用 透视 学 的 特殊 性 质 和 主要 目的 结合 起 来 . 米 开 朗 基 罗拉 悲 尔 以 及 其 他 许多 艺术 
家 都 对 数学 有 浓厚 的 兴趣 ,而且 力图 将 数学 应 用 于 艺术 . 他 们 利用 高 超 而 惊人 的 技巧 、. 缩 
距 法 精心 创作 了 难度 极 大 、 风 格 杀 异 的 艺术 品 . 他 们 有 时 将 技法 的 处 理 置 于 情感 之 上 . 这 
些 大 师 们 意识 到 ,艺术 创作 尽管 利用 的 是 独特 的 想象 ,但 也 应 受到 规律 的 约束 . 

在 透视 学 方面 最 有 影响 的 艺术 家 是 丢 勒 (A. Durer, 1471 一 1528)( 彩 图 8). 他 是 文艺 
复兴 时 期 德国 最 重要 的 油画 家 、 板 画家 、 装 饰 设计 家 和 理论 家 . 同 达 ，。 芬 奇 一 样 ,他 具有 多 
方面 的 才能 . 他 的 人 文 主义 思想 使 他 的 艺术 具有 知识 和 理性 的 特点 .他 从 意大利 的 大 师 们 
那里 学 到 了 透视 学 原理 ,然后 回 到 德国 继续 进行 研究 . 他 认为 ,创作 一 幅 画 不 应 该 信 手 涂 
抹 ,而 应 该 根据 数学 原理 构图 . 他 说 : 

“大 多 数 艺 术 家 都 不 重视 几何 学 ,而 没有 它 , 任 何人 都 不 可 能 变 成 一 个 纯粹 的 艺 
术 家 .” 

实际 上 ,文艺 复兴 时 期 的 画家 们 并 没有 能 完全 自觉 地 应 用 透视 学 原理 . 

下 面 , 我 们 通过 阿尔 贝蒂 、 达 ，。 芬 奇 和 丢 勒 的 术语 对 艺术 家 们 所 发 展 的 数学 体系 作 一 
解释 . 他 们 将 画布 想象 为 一 玻璃 屏 板 ,艺术 家 们 通过 它 看 到 所 要 画 的 景物 ,如 同 我 们 透 过 
窗户 看 到 户外 的 景物 一 样 .从 一 只 固定 不 变 的 眼睛 出 发 ,设想 目光 可 以 投射 到 景物 的 每 一 
个 点 上 . 这 种 目光 称 为 投射 线 . 投射 线 与 玻璃 屏 板 交点 的 集合 称 为 一 个 截 景 . 截 景 给 眼睛 
的 印象 与 景物 自身 产生 的 效果 一 样 .实际 上 ,一 幅 画 就 是 投影 线 的 一 个 截 景 . 
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对 这 条 原则 , 丢 勒 的 板 画 (图 4-2,4-3) 给 出 了 很 好 的 说 明 . 这 里 选取 的 板 画 展示 了 求 
得 截 景 的 具体 过 程 . 


6. 数学 定理 
绘画 毕 竞 不 是 截 景 ,画布 也 不 是 透明 的 玻璃 板 . 因此 ,艺术 家 必须 从 截 景 的 启发 中 找 


60 


第 4 章 绘画 艺术 与 几何 学 


出 指导 绘画 的 原则 . 这 样 一 来 ,专注 于 研究 透视 的 学 者 们 就 从 投影 线 和 截 景 原理 中 获得 了 
一 系列 定理 ,它们 包括 了 聚焦 透视 体系 的 大 部 分 内 容 . 文艺 复兴 以 来 ,几乎 所 有 的 西方 艺 
术 家 都 使 用 这 一 体系 . 

数学 透视 体系 的 基本 定理 和 规则 是 什么 呢 ? 假定 画布 处 于 通常 的 垂直 位 置 . 从 眼睛 
到 画布 的 所 有 垂 线 ,或 者 到 画布 延长 部 分 的 垂 线 都 相交 于 画布 的 一 点 上 ,这 一 点 称 为 主 没 
影 点 , 主 没 影 点 所 在 的 水 平 线 称 为 地 平 线 . 如 果 观 察 者 通过 画布 看 外 面 的 空间 ,那么 这 条 
地 平 线 将 对 应 于 真正 的 地 平 线 . 

图 4-4 是 这 些 概 念 的 直观 化 ,表示 观察 者 所 看 到 的 大 厅 过 道 . 观察 者 眼睛 的 位 置 处 于 
与 画面 垂直 且 通 过 尸 点 的 垂 线 上 .也 点 是 主 没 影 点 ,PPP，: 就 是 地 平 线 . 


定理 1 景物 中 所 有 与 画布 所 在 平面 垂直 的 水 平 线 在 画布 上 画 出 时 ,必须 相交 于 主 
没 影 点 . 

例如 ,Bb,Cc,Dd 和 其 他 类 似 的 直线 都 在 P 点 相交 ,也 就 是 所 有 实际 上 平行 的 线 都 应 
该 画作 相交 . 这 与 我 们 的 日 常 经 验 符合 吗 ” 符合 . 大 家 知道 ,两 条 铁轨 是 相互 平行 的 ,但 是 
在 人 眼看 来 ,它们 相交 于 无 穷 远 处 . 这 就 是 为 什么 把 已 点 叫做 没 影 点 . 但 在 现实 的 景物 中 
没有 一 个 点 与 之 相应 . 

一 幅 画 应 该 是 投影 线 的 一 个 截 景 . 从 这 条 原理 出 发 可 以 导出 另 一 个 定理 . 

定理 2 任何 与 画布 所 在 平面 不 垂直 的 平行 线束 , 画 出 来 时 与 垂直 的 平行 线 相 交 成 
一 定 的 角度 , 且 它 们 都 相交 于 地 平 线 上 的 一 点 . 

在 水 平平 行 线 中 有 两 条 非常 重要 . 在 图 4-4 中 ,BP, 和 CP 在 现实 世界 中 它们 是 平行 
的 ,并 且 与 画布 所 在 的 平面 成 45" 角 . BP 和 CP, 相交 于 Pi ,这 个 点 称 为 对 角 没 影 点 . 类 似 
地 ,水 平平 行 线 CP。 和 DP; 在 现实 世界 中 与 画布 成 135 角 , 画 出 来 时 ,必须 相交 于 第 二 个 
对 角 没 影 点 P;. 
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定理 3 景物 中 与 画布 所 在 平面 平行 的 平行 水 平 线 , 画 出 来 是 水 平平 行 的 ， 
对 于 真正 从 事 创 作 的 艺术 家 来 说 ,要 达到 写实 主义 的 理想 境地 还 有 许多 其 他 定理 可 
供 使 用 . 但 进一步 追求 这 些 特殊 的 结果 将 使 我 们 离 题 太 远 . 


7. 从 艺术 中 诞生 的 科学 


画家 们 在 发 展 聚 焦 透 视 体 系 的 过 程 中 引入 了 新 的 几何 思想 ,并 促进 了 数学 的 一 个 全 
新 方向 的 发 展 ,这 就 是 射影 几何 . 

在 透视 学 的 研究 中 产生 的 第 一 个 思想 是 : 人 用 手 摸 到 的 世界 和 用 眼睛 看 到 的 世界 并 
不 是 一 回 事 . 因而 ,相应 地 应 该 有 两 种 几何 : 一 种 是 触觉 几何 ,一 种 是 视觉 几何 . 欧 氏 几何 
是 触觉 几何 , 它 与 我 们 的 触觉 一 致 ,但 与 我 们 的 视觉 并 不 总 一 致 ,例如 , 欧 几 里 得 的 平行 线 
只 有 用 手 摸 才 存在 ,用 眼睛 看 它 并 不 存在 . 这 样 , 欧 氏 几何 就 为 视觉 几何 留 下 了 广阔 的 研 
究 领 域 . 

现在 讨论 在 透视 学 的 研究 中 提出 的 第 二 个 重要 思想 . 画家 们 搞 出 来 的 聚焦 透视 体系 ， 
其 基本 思想 是 投影 和 截面 取景 原理 . 人 眼 被 看 做 一 个 点 ,由 此 出 发 来 观察 景物 . 从 景物 上 
的 每 一 点 出 发 通过 人 眼 的 光线 形成 一 个 投影 锥 . 根据 这 一 体系 ,画面 本 身 必须 含有 投射 锥 
的 一 个 截 景 . 从 数学 上 看 ,这 截 景 就 是 一 张 平面 与 投影 锥 相 截 的 一 部 分 截面 . 

设 人 眼 在 O 处 (图 4-5), 今 从 OO 点 观察 平面 上 的 一 个 和 矩形 ABCD. 从 OO 到 和 矩形 的 四 个 
边 上 各 点 的 连 线形 成 一 个 投射 棱锥 ,其 中 OA.OB.OC 及 OD 是 四 根 棱 线 . 现在 在 人 眼 和 
和 矩形 之 间 插 入 一 平面 ,并 在 其 上 夯 出 截 景 四 边 形 ABCD“ 由 于 截 景 对 人 眼 产 生 的 视觉 
印象 与 原 矩 形 一 样 ,所 以 人 们 自然 要 问 : 截 景 与 原 和 矩形 有 什么 共同 的 性 质 ? 要 知道 截 景 
与 原 和 矩形 既 不 重合 ,也 不 相似 ,它们 也 没有 相同 的 面积 ,其 至 截 景 连 矩 形 也 不 是 . 
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把 问题 提 得 更 一 般 一 些 : 设 有 两 个 不 同 平面 以 任意 角度 与 这 个 投射 锥 相 截 ,得 到 两 
个 不 同 的 截 景 ,那么 ,这 两 个 截 景 有 什么 共同 性 质 呢 ? 

这 个 问题 还 可 以 进一步 推广 . 设 有 矩形 ABCD( 图 4-6) , 今 从 两 个 不 同 的 点 0 和 OO 来 
观察 它 . 这 时 会 出 现 两 个 不 同 的 投射 锥 . 在 每 个 锥 里 各 取 一 个 截 景 ,由 于 每 个 截 景 都 应 与 
原 和 矩形 有 某 些 共 同 的 几何 性 质 , 因 此 ,这 两 个 矩形 间 也 应 有 某 些 共同 的 几何 性 质 . 


17 世纪 的 数学 家 们 开始 寻找 这 些 问题 的 答案 . 他 们 把 所 得 到 的 方法 和 结果 都 看 成 欧 
氏 几 何 的 一 部 分 . 诚然 ,这 些 方法 和 结果 大 大 丰富 了 欧 几 里 得 几何 的 内 容 , 但 其 本 身 却 是 
几何 学 的 一 个 新 的 分 支 . 这 一 时 期 的 著作 偏向 于 应 用 ,理论 的 严 着 性 不 足 . 直到 18 世纪 数 
党 家 们 才 写 出 严格 的 数学 著作 . 到 了 19 世纪 ,人 们 把 几何 学 的 这 一 分 支 叫 做 射影 几何 学 . 

射影 几何 集中 表现 了 投影 和 截 影 的 思想 ,论述 了 同一 物体 的 相同 射影 或 不 同 射影 的 
截 景 所 形成 的 几何 图 形 的 共同 性 质 . 这 门 “诞生 于 艺术 的 科学 ”, 今 天 成 了 最 美的 数学 分 支 
之 一 : 
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现在 让 我 们 来 看 看 几何 与 绘画 的 结合 产生 的 一 些 传世 名 作 ， 


1. 文艺 复兴 早期 的 绘画 


现实 主义 的 拓荒 者 一 一 马 萨 乔 ”第 一 次 开始 应 用 透视 学 的 画家 是 马 萨 乔 (Masaccio， 
1401 一 1428). 作为 15 世纪 初 具 有 新 思想 的 代表 画家 ,他 是 文艺 复兴 时 期 现实 主义 绘画 的 
班 首 .他 为 意大利 绘画 开创 的 艺术 道路 是 任何 画家 都 无 法 比拟 的 . 在 整个 西方 艺术 史 中 ， 
还 没有 一 个 画家 像 马 萨 乔 那样 ,在 短暂 的 一 生 中 为 发 展 一 种 新 的 画 风 作 出 如 此 巨大 的 
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贡献 . 

马 萨 乔 在 绘画 艺术 创新 方面 的 重大 突破 体现 在 他 为 佛罗伦萨 圣 玛 利 亚 ， 德尔 。 卡 明 
所 画 的 壁画 . 这 套 壁 画 中 的 一 幅 k 纳 税 钱 》 最 能 代表 画家 的 风格 和 艺术 探索 . hs 马 
萨 乔 将 三 个 连续 的 故事 安排 在 同一 场景 中 . 他 在 利用 光线 来 表现 人 物 的 体积 时 ,不 像 乔 托 
那样 只 用 平 光 ,而 是 采用 来 自 一 个 集中 而 固定 的 光源 所 投射 出 来 的 光 . 这 种 光 以 固定 的 角 
度 投射 到 人 体 上 ,这 就 使 人 体 表现 出 明暗 层次 ,从 而 产生 立体 感 . 

马 萨 乔 是 一 位 十 ade de 画 风 奇特 的 画家 ,他 的 艺术 是 一 种 富有 智慧 和 数学 头脑 
的 产物 . 他 始终 认为 ,只 有 在 那些 极其 明亮 而 纯净 的 几何 形体 结构 中 ,才能 发 现 最 美的 
东西 . 

《 逐 出 伊甸园 》( 彩 图 9) 是 马 萨 乔 的 代表 作 . 这 幅 画 集中 体现 了 马 萨 乔 艺术 风格 与 追 
求 . 在 这 幅 画 中 ,他 解决 了 裸体 的 正确 造型 和 姿势 的 难题 . 亚当 与 夏娃 的 裸体 从 解剖 学 来 
讲 是 准确 无 误 的 ,而 且 动 作 自然 ,姿势 富有 表现 力 . 天 使 的 形象 用 复杂 的 透视 缩减 法 画 出 ， 
空间 感 也 很 强 . 从 亚当 与 夏娃 充满 生气 与 精力 的 矫健 步伐 上 ,从 他 们 洋 游 着 活力 与 强大 生 
命 的 肉体 看 来 ,可 让 观 者 感到 人 的 巨大 力量 和 人 文 主 义 的 前 奏 . 

潜心 于 透视 原理 的 乌 切 洛 乌 切 洛 (Uccello,，1397 一 
1475) 也 是 对 透视 学 作出 重大 贡献 的 人 物 之 一 ,他 对 这 门 学 
科 具 有 浓厚 的 兴趣 . 瓦 萨 里 说 :“ 乌 切 洛 为 了 解决 透视 学 中 
的 没 影 点 ,他 通宵 达旦 地 进行 研究 . ”常常 在 妻子 的 再 三 催 
促 下 ,他 才 不 得 不 上 床 休息 . 他 说 :“ 透 视 学 真是 一 门 可 爱 的 
学 问 . ”遗憾 的 是 ,他 在 透视 学 方面 创作 出 的 最 好 的 作品 随 
着 时 间 的 流逝 而 严重 损坏 了 . 他 的 《一 个 酒杯 的 透视 研究 》 
(图 4-7) 显示 sw 
线条 和 曲线 的 复杂 攻 

马 萨 ee 画 法 使 画面 上 的 空间 范围 明确 起 来 ， 
而 乌 切 治 主要 是 利用 透视 关系 把 各 种 几何 形体 妥 帖 而 美观 
地 排列 在 画面 上 . 20 世纪 初 , 立 体 主 义 画 家 之 所 以 对 乌 切 洛 
的 绘画 大 感 兴趣 ,其 原因 就 容易 理解 了 . 图 47 

《 圣 罗 马 详 之 战 兴 彩 图 10) 是 乌 切 洛 一 幅 用 “ 减 缩 透视 法 ” 绘 成 的 . 此 画 描 绘 的 是 佛 罗 
伦 萨 市 与 邻邦 进行 区 域 性 战争 的 一 个 场面 . 画家 借助 这 个 题材 来 显示 出 透视 在 创造 复杂 
空间 时 所 能 达到 的 程度 . 骑兵 交战 时 的 前 后 距离 ,地 上 丢 盔 落 枪 的 透视 位 置 , 背 景 与 近景 
的 透视 距离 等 都 是 画家 作为 透视 的 研究 对 象 . 然而 忽视 了 人 物 形象 的 生动 性 . 

才华 模 溢 的 弗朗西斯 卡 ”使 透视 学 走向 成 熟 的 艺术 家 是 弗朗西斯 卡 . 这 位 造 褒 极 深 
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的 画家 对 几何 学 抱 有 极 大 的 热情 ,并 试图 使 他 的 作品 彻底 数学 化 . 每 个 图 形 的 位 置 都 安排 
得 非常 准确 ,保持 着 与 其 他 图 形 的 正确 比例 关系 ,使 整个 绘画 作品 构成 一 个 整体 . 甚至 对 
身体 的 各 个 部 位 及 衣服 的 各 个 部 分 都 运用 了 几何 形式 ,他 喜欢 光滑 弯曲 的 曲面 和 完整 性 . 

《耶稣 受洗 图 )( 彩 图 11) 是 弗朗西斯 卡 的 代表 作 , 画 中 的 基督 在 画面 正中 ,姿态 优雅. 
画家 用 抒情 的 笔 致 和 富 于 美感 的 色调 描绘 了 乌 尔 比 诺 的 小 山 丘 ,以 此 为 背景 衬托 了 前 景 
上 态度 严肃 的 人 物 ,使 此 画 产 生 一 种 绝妙 的 对 比 . 弗朗西斯 卡 的 重要 著作 有 《绘画 透视 学 》 
和 《正确 的 人 体 》. 

《耶稣 受 半 图 光彩 图 12) 是 透视 学 的 一 幅 珍 品 . 主 没 影 点 的 选择 和 聚焦 透视 体系 的 精 
确 应 用 与 院子 前 后 的 人 物 紧 密 地 结合 在 一 起 ,使 得 景物 全 都 容纳 在 一 个 清晰 有 限 的 空间 
内 (图 4-8). 该 画 利 用 立柱 和 地 上 的 方 格 造成 有 节奏 的 严格 的 透视 结构 ,大 理 石 地 板 中 黑 
色 地 传 的 减少 也 经 过 了 精确 的 计算 . 画 中 各 种 不 同 的 线 组 成 了 一 个 和 谐 的 网 络 . 每 一 个 画 
面 都 从 另 一 个 中 出 来 ,这 便 构 成 了 一 个 理想 的 数学 世界 . 画 的 高 度 是 58. 6 cm, 这 正好 是 
弗朗西斯 卡 的 诞生 地 托 斯 卡 纳 的 一 个 计量 单位 . 对 文艺 复兴 时 期 的 艺术 家 来 说 ,人 的 理想 
高 度 (以 基督 为 代表 ) 是 三 个 计量 单位 . 这 个 标准 规定 了 画面 各 个 部 分 的 位 置 和 比例 . 例 
如 ,画家 在 确定 水 平 线 时 依据 的 是 基督 的 高 度 . 构图 的 垂直 线 把 画面 分 为 两 块 , 每 一 块 都 
根据 一 个 多 世纪 以 前 乔 托 定 下 的 方法 ,构成 一 个 独立 的 画面 . 右 半 块 把 人 物 放 在 前 景 . 目 
的 在 于 造成 左 半 部 分 的 深远 . 这 一 场景 具有 内 、 外 两 个 空间 ,而 整个 画面 又 朝向 由 左边 一 
段 楼 梯 给 予 暗 示 的 第 三 个 空间 . 基督 正 位 于 左边 三 个 人 物 组 成 的 人 间 世 界 与 这 一 光明 出 
口 暗 示 的 天 国之 间 . 含 三 个 人 物 的 右 部 分 受到 来 自 左 边 的 阳光 的 照射 ,鞭打 的 情况 则 安排 

| 在 立柱 的 后 面 ,为 一 个 强烈 而 神秘 

的 光 所 照 亮 . 这 种 光驱 散 了 一 切 阴 
暗部 分 ,使 整个 场面 带 上 一 种 不 安 
的 、 迹 一 般 的 气氛 . 在 这 种 气氛 中 ， 
一 切 似乎 都 凝固 了 ,人 物 安 静 地 保 
持 着 间距 和 肃穆 . 空间 安排 得 严谨 
周密 , 光 的 表现 使 我 们 有 置身 世 外 
之 感 . 某 种 神秘 莫 测 使 这 一 效果 异 
常 强烈 , 它 构成 了 弗朗西斯 卡 艺 术 
的 核心 . 这 种 高 贵 强劲 的 气氛 诱发 
了 20 址 纪 的 艺术 倾向 . 塞 尚 和 立体 
派 画家 的 几何 手法 ,康定 斯 基 强 烈 
a 的 抽象 都 已 包含 在 这 幅 作品 中 . 
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弗朗西斯 卡 在 他 的 论 透 视 学 的 著作 中 说 ,他 在 绘画 方面 下 过 很 大 工夫 . 在 其 他 作品 
中 ,他 利用 空间 透视 以 增强 立体 感 和 深度 感 . 他 的 画 设 计 得 精确 入 微 , 改 动 任何 一 小 点 都 
会 破坏 整个 画面 的 效果 . 


2. 态 期 文艺 复兴 三 杰 


性 灵 出 万 象 一 一 达 ' 芬 奇 达 ' 芬 奇 或 许 是 古往今来 最 富有 创造 力 的 天 才 , 但 创造 
SO 结果 ,他 的 计划 往往 未 能 全 始 全 终 . 
。 芬 奇 1452 年 4 月 15 日 生 于 意大利 多 斯 

i ane deed rt 
长 大 . 他 天 资 颖 悟 ,长 于 数学 和 音乐 ,但 在 绘画 上 
显露 了 更 高 的 才华 . 他 的 父亲 把 他 送 到 当时 享有 
盛誉 的 维 洛 基 欧 画室 学 画 . 达 ， 芬 奇 大 约 18 岁 时 ， 
维 洛 基 欧 受 委托 为 佛罗伦萨 附近 的 一 所 教堂 绘 制 
祭坛 画 人 《基督 受洗 图 》 达 ， 芬 奇 描绘 了 其 中 一 个 
desta oi 
于 不 及 弟子 而 放弃 绘画 , 专 事 雕 刻 , 

1482 一 1499 年 是 达 。 芬 奇 的 第 一 米兰 时 期 ， 
古 是 他 竹 科 学 研究 和 沁 ce 
的 时 期 . 这 个 时 期 ,他 创作 了 一 生 中 最 伟大 的 两 件 

:= 品 : 一 件 是 大 型 骑马 雕像 ,一 件 是 为 葛 拉 吉 埃 修 
道 院 的 餐 室 画 的 大 型 壁画 《最 后 的 晚餐 》(1495 一 上 SS 
1497). 把 泥塑 翻 筑 成 青铜 雕像 本 来 可 以 造就 不 朽 达 . 劳 奇 
的 业绩 ,但 达 。 ie a Male 
侵 , 青 铜 变 成 了 大 炮 . 达 。 芬 奇 完 成 了 《最 后 的 晚餐 》, 但 他 采用 了 一 种 试验 性 技法 ,. 令 人 遗 
憾 的 是 rT 和 剥落 .这 使 得 这 幅 作 品 成 为 艺术 史上 最 卓越 又 最 令 人 痛惜 的 
贵 迹 . 这 个 时 期 ,他 还 绘制 了 另 一 幅 著 名 的 祭坛 画 《 岩 间 圣 母 》 

1490 一 1495 年 ,他 开始 艺术 与 科学 论文 的 写作 . 他 主要 研究 了 四 方面 的 内 容 : 绘画 、 
建筑 ,机械 学 和 人 体 解 剖 学 . 他 对 地 球 物理 学 .植物 学 和 气象 学 的 研究 也 始 于 这 一 阶段 . 他 
的 研究 论文 中 都 附 有 大 量 的 插图 . 

1502 年 ,他 以 “高 级 军事 建筑 师 和 一 般 工 程 师 ?的 身份 为 教皇 军队 的 指挥 官 博 尔 贾 测 
量 土地 ,为 此 面 了 一 些 城市 规划 的 速写 和 地 形 图 ,为 近代 制图 学 的 创立 打下 了 基础 . 
1503 年 ,他 为 佛罗伦萨 韦 基 奥 会 议 厅 制 作 大 型 壁画 4《 安 加 利之 战 》, 而 在 会 议 厅 对 面 


时 
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的 壁 上 则 是 由 米 开 朗 基 罗 绘 制 ( 卡 西 纳 之 战 》, 可 谓 双 壁 交 辉 . 著名 的 《 蒙 娜 丽 莎 》 和 只 留 下 
草图 的 《 丽 达 ;都 创作 于 这 一 时 期 . 这 段 时 期 他 还 进行 了 紧张 的 科学 研究 ,到 医院 研究 人 体 
解剖 ,对 鸟 类 的 飞行 做 系统 的 观察 ,其 至 对 水 文学 也 进行 了 人 研究 . 

1519 年 5 月 2 日 ,他 谢世 于 法 国安 布 瓦斯 的 克 鲁 园 .一 生 留 下 的 绘画 只 有 17 幅 , 其 中 
还 有 一 些 是 未 完成 的 草图 ,他 的 et 
品 , 受 到 历代 艺术 大 师 的 推崇 . 

毫 无 疑问 , 达 。 芬 奇 是 15 世纪 至 16 世纪 的 一 位 艺术 大 师 和 科学 巨匠 .文艺 复兴 时 期 
的 传记 作家 乔治 ， 瓦 萨 里 曾 这 样 赞美 他 : 

世间 男女 ， 

资质 出 众 ,才气 横 溢 者 ,屡见不鲜 . 
然 间或 有 人 , 独 蒙 上 天 垂 爱 ， 
风韵 优雅 ,才华 盖世 ， 

令 众 生 望 尘 莫 及 . 

其 行为 举止 ,处 处 著 有 灵性 ， 

而 其 所 作 所 为 ， 

实则 无 不 出 于 造物 之 手 ， 

非 人 力 所 能 企 及 . 

下 面 赏析 达 。 芬 奇 的 几 幅 名 画 . 

《 岩 间 圣母 》( 彩 图 13) 历 史 复 杂 ,争论 颇 多 ,因为 同样 的 画 共 有 两 幅 变 体 . 一 幅 藏 于 巴 
黎 的 罗浮 宫 , 另 一 幅 藏 于 伦敦 的 国家 画廊 . 罗浮 宫 的 4 岩 间 圣 母 》 标 志 着 达 。 芬 奇 的 早期 风 
格 的 形成 . 主题 和 环境 都 是 虚构 的 . 在 一 处 迷人 的 洞穴 中 ,幼小 的 施 洗 约翰 和 婴儿 耶稣 会 
聚 在 一 起 . 左 侧 的 约翰 正在 膜拜 耶稣 ,耶稣 抬 起 手 来 为 他 祝福 . 然而 主要 人 物 却 是 玛 利 亚 ， 
她 的 披风 覆盖 在 约翰 的 身 侧 , 一 只 手 爱 怜 地 搭 在 约翰 肩头 , 另 一 只 手 举 在 耶稣 头顶 的 上 
方 . 背景 是 怪 石 虹 风 的 山洞 ,花草 点 缀 其 间 . 人 物 .背景 的 微妙 刻画 ,科学 的 写实 ,光线 的 处 
理 , 以 及 透视 ,表明 了 他 在 处 理 通 真 写实 与 艺术 加 工 的 辩证 关系 方面 达到 了 新 的 水 平 . 这 
幅 画 是 达 ， 分 奇 盛 期 创作 开始 的 作品 . 

《自画像 》 彩 图 7) 是 达 。 分 奇 素描 精品 .在 这 幅 作 品 中 ,他 用 线 如 神 ,丰富 多 变 , 刚 柔 
相 济 ,尤其 善 用 浓密 程度 不 同 的 斜 线 表明 明暗 的 微妙 变化 . 这 些 素描 技法 使 后 来 的 画家 受 
益 菲 浅 , 堪 称 素描 艺术 的 经 典 . 此 画 用 线 生 动 灵 活 ,简单 的 寥寥 数 笔 却 包含 许多 转折 、 体 面 
关系 ,立体 感 很 强 , 人 物 的 表情 也 很 传神 . 此 画 昌 是 素描 小 作 , 但 其 美感 丝毫 不 亚 于 达 。 芬 
奇 的 那些 恢弘 巨制 . 

《 蒙 娜 丽 莎 》( 彩 图 2) 是 一 幅 享 有 盛誉 的 肖像 画 杰 作 , 它 代表 达 ，。 芬 奇 的 最 高 艺术 成 
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就 ,是 他 花费 了 四 年 心血 的 旷世 杰作 . 蒙 娜 丽 莎 是 佛罗伦萨 商人 下. 吉 奥 孔 达 的 第 二 个 妻 
子 , 时 年 24 岁 . 其 作品 的 技巧 娴熟 卓越 . 优美 的 姿态 、 令 人 赞叹 的 肌肤 、 野 趣 横 生 的 风景 ， 
处 处 显示 了 达 ，。 芬 奇 的 艺术 造 讶 已 夷 于 至 善 . 光线 使 面部 富 于 质感 ,色彩 渐次 融合 ,这 就 
是 达 。 芬 奇 出 色 的 晕 涂 法 .他 自己 形容 为 “如 同 烟 雾 般 ,无需 线条 和 界限 ”《 蒙 娜 丽 莎 》 收 
藏 在 法 国 的 罗浮 富 . 目前 保存 状况 不 佳 ,而 且 很 难 修复 .今天 ,《 蒙 娜 丽 莎 ) 还 在 防弹 玻璃 后 
面 供 人 欣赏 . 

《最 后 的 晚餐 》( 彩 图 14) 描 绘 出 了 真情 实感 ,一 眼看 去 ,与 真实 生活 一 样 . 观众 似乎 觉 
得 达 ， 芬 奇 就 在 画 中 的 房子 里 . 墙 、 楼 板 和 天 花 板 上 后 退 的 光线 不 仅 清晰 地 衬托 出 了 景 
深 , 而 且 经 仔细 选择 的 光线 集中 在 基督 头 上 ,从 而 使 人 们 将 注意 力 集 中 于 基督 ,这 使 得 作 
品 的 真实 感 和 宗教 画 所 必 有 的 神圣 感 都 在 其 中 得 到 最 好 的 体现 . 这 幅 画 可 谓 艺术 中 的 珍 
品 ,而 他 的 局 部 谋 篇 是 成 功 的 最 大 原因 之 一 . 12 个 门徒 分 成 4 组 ,每 组 3 人 ,对 称 地 分 布 
在 基督 的 两 边 . 基督 本 人 被 画 成 一 个 等 边 三 角形 ,这 样 的 描绘 目的 在 于 ,表达 基督 的 情感 


和 思考 ,并 且 身 体 处 于 一 种 平衡 状态 (图 4-9). 
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善于 描绘 女性 美的 拉 斐 尔 拉 斐 尔 的 最 大 特点 就 是 善于 吸取 前 辈 优 秀成 果 , 并 能 真 
正 领会 ,然后 融 汇 一 体 ,形成 自己 独特 的 优雅 .细腻 的 画 风 . 他 的 艺术 以 和 谐 明 朗 的 构图 和 
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”第 4 章 绘画 艺术 与 几何 学 


秀美 文雅 的 形象 而 独树一帜 , 极 受 当 时 人 们 的 欢迎 . 诗人 德 拉 克 洛 瓦 (1830) 这 样 赞美 他 : 
他 的 心灵 
将 最 完美 的 秩序 
和 一 种 令 人 心醉 的 和 谐 ， 
传 到 四 面 八方 . 

下 面 赏析 拉 斐 尔 的 儿 幅 名 面 . 

《美惠 三 女神 》( 彩 图 15) 三 位 女神 几乎 占 了 整个 画面 . 空旷 的 背景 唯 有 暗 褐 色 的 土 
地 及 天 空 . 三 位 女神 分 别 是 优 英 洛 西 尼 ( 意 为 欢乐 ) , 塔 里 亚 ( 意 为 花 菏 ) , 阿 格拉 伊 亚 ( 意 为 
灿烂 ) ,她 们 分 别 代 表 妩 媚 、 优 雅 和 美丽 . 这 三 位 姐妹 喜欢 诗歌 .音乐 和 舞蹈 ,有 关 文艺 、 科 
学 和 造型 艺术 的 活动 都 得 依靠 她 们 的 灵感 . 这 是 拉 斐 尔 的 早期 作品 ,很 明显 地 体现 出 宁静 
柔美 的 风格 ,而 且 又 借鉴 了 古典 艺术 的 精华 ,达到 静 中 有 动 . 美 而 不 媚 的 境地 . 

《圣母 的 婚礼 》( 彩 图 16) ”在 (圣母 的 婚礼 ) 中 , 拉 斐 尔 在 绘画 空间 的 布置 方面 向 前 迈 
了 一 大 步 ,不 仅 把 画 中 人 物 融入 空间 ,也 使 观赏 者 参与 进去 . 分 列 在 约 瑟 .马利亚 和 神父 两 
侧 的 贵族 和 贵 妇 排 成 一 个 开阔 的 弧 形 , 弧 形 向 观赏 者 围 伸 过 来 . 上方 的 神 庙 是 个 十 六 边 
形 .看 上 去 近乎 圆 形 的 建筑 ,这 种 形状 更 加 强 了 画面 空间 的 圆 形 效果 . 这 样 的 布置 造成 了 
一 种 把 欣赏 者 围 起 来 的 感觉 ,似乎 要 请 我 们 走 进 画 面 ,与 他 们 融 为 一 体 ,共同 参与 圣母 的 
婚礼 , 令 人 称奇 . 

《雅典 学 院 》( 彩 图 1) 拉 斐 尔 的 (雅典 学 院 ) 以 和 谐 的 安排 ,巧妙 的 透视 精确 的 比例 
描绘 了 一 个 神圣 庄严 的 学 院 . 这 幅 画 的 意义 不 但 在 于 它 巧夺天工 地 处 理 了 空间 和 景深 ,而 
且 它 还 表达 了 文艺 复兴 时 期 的 有 识 之 士 对 希腊 先 圣 们 的 崇敬 之 情 . 柏拉图 和 亚 里 士 多 德 ， 
一 右 一 左 ,处 于 画 的 中 心 . 柏拉图 腋 下 挟 着 《 蒂 迈 乌 斯 篇 ), 右 手 富有 象征 意义 地 以 食指 指 
天 . 亚 里 士 多 德 左 手 拿 着 (伦理 学 ), 右 手指 向 人 间 . 拉 斐 尔 再 一 次 成 功 地 用 简单 的 形象 来 
表达 最 复杂 的 思想 . 

画 中 还 包括 苏 格 拉 底 、 色 诺 芬 、 犬 儒 哲 学 家 狄 奥 金 尼斯 ( 坐 在 台阶 上 ) 唯物 主义 哲学 
家 赫 拉 克 里 特 ,还 有 毕 达 哥 拉 斯 ,他 正在 作 计算 ,右边 的 前 景 是 欧 几 里 得 或 阿 基 米 德 在 屠 
儿 证 明定 理 . 面 的 右边 , 托 勒 下手 中 拿 着 一 个 球 . 整个 画 中 ,有 音乐 家 、 数 学 家 文学 家 , 群 
英 荟 人. 

拉 斐 尔 以 天 才 的 历史 透视 感 将 古代 及 古代 科学 与 现实 生活 联系 在 一 起 . 他 还 把 自己 
也 画 进 作品 之 中 一 一 画面 右 角 那个 头 戴 深 色 圆 帽 的 青年 便 是 拉 斐 尔 . 这 与 其 说 是 画家 在 
作品 上 的 “落款 ”, 倒 不 如 说 是 画家 的 信念 与 参与 的 明证 . 这 也 正 是 要 表达 文艺 复兴 的 艺术 
创作 观 一 一 艺术 创作 是 “心智 的 谈话 ” 

神圣 而 痛苦 的 米 开 朗 基 罗 米 开 朗 基 罗 (Michelangelo，1475 一 1564) 作为 文艺 复兴 
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的 巨匠 ,以 超越 室 间 和 时 间 局 限 的 宏伟 大 作 在 生前 和 后 世 都 造成 巨大 影响 . 他 的 艺术 创作 
受 人 文 主义 思想 和 宗教 改革 运动 的 影响 ,表现 当时 市 民 阶 层 的 爱国 主义 和 自由 斗争 精神 . 
如 果 说 达 ， 芬 奇 常常 视 绘 画 为 一 种 认识 和 反映 客观 世界 的 “科学 "研究, 米 开 朗 基 罗 则 完 
全 把 艺术 当做 “人 ”的 创造 . 他 不 像 古 希 腊 美 学 家 那样 崇拜 “ 数 ” 在 美术 创作 中 的 绝对 作用 . 
他 终生 坎坷 ,而且 未 婚 , 但 仍 活 了 近 90 高 龄 . 

下 面 赏 析 米 开朗 基 罗 的 几 幅 名 画 . 

《创造 亚当 》( 彩 图 17) 《创造 亚当 ?是 西 斯 廷 教堂 天 项 画 部 分 之 一 . 人 类 的 第 一 个 男 
人 被 创造 出 来 了 ,但 他 还 不 能 站 起 来 . 健美 的 身体 虽 似 饱含 青春 的 生命 ,但 却 无 法 行动 ,在 
等 待 上 帝 给 他 以 力量 .至 高 无 上 的 耶和华 在 天 使 们 的 伴随 下 ,向 他 飞 来 ,他 饱含 精力 的 手 
指 伸 向 亚当 ,将 与 亚当 无 力 的 手相 接 , 似 乎 在 惊天 动 地 的 一 瞬间 ,他 健壮 的 身体 和 浑身 的 
肌肉 就 要 进发 出 无 穷 的 力量 . 可 以 说 ,这 幅 画 表现 的 是 人 的 觉醒 和 淘 望 着 人 的 力量 获得 
解放 . 

《 女 预言 家 利比亚 》( 彩 图 18) 米 开 朗 基 罗 的 艺术 创作 受 人 文 主义 思想 和 宗教 改革 
运动 的 影响 ,以 现实 主义 方法 和 浪漫 主义 的 幻想 ,表现 当时 市 民 阶 层 的 爱国 主义 和 为 自由 
而 斗争 的 精神 . 女 预 言 家 利比亚 是 西 斯 廷 教堂 内 壁画 的 一 部 分 ,是 先知 和 巫女 的 形象 . 她 
正 翻 开 一 本 书 , 扭 曲 着 的 身体 极 富 动 感 ,， 米 开朗 基 罗 独特 的 “明暗 均衡 法 ”使 人 物产 生 了 
雕塑 般 的 感觉 ,红色 衣 裙 和 绿色 衬 布 对 比 强烈 ,使 观赏 者 不 能 不 由 囊 地 赞叹 大 师 高 超 的 艺 
术 魅 力 . 


3. 风景 画 


风景 画 在 西方 出 现 得 很 晚 , 只 是 到 了 17 世纪 才 有 荷兰 画 派 的 兴起 . 而 在 中 国 则 至 少 
可 以 追溯 到 公元 4 世纪 . 荷兰 的 风景 画家 霍 贝 玛 (M. Hobbema，1638 一 1709) 以 他 杰出 的 
《 林 荫 道 兴 彩 图 19) 一 画 为 后 世 风 景 画 留 下 楷模 . 这 是 一 幅 平 凡 中 见 奇 崛 的 作品 . 没 影 点 
正好 在 两 行 树 的 中 间 . 近 大 远 小 的 透视 变化 固然 可 以 看 得 很 明显 ,可 是 这 种 角度 既 难 于 夯 
得 正确 ,又 易于 呆板 . 他 将 路 的 位 置 略 向 右 移 ,避免 了 绝对 平衡 的 毛病 .尤其 是 路 两 边 的 幼 
树 , 间 隐 的 蚊 密 不 同 , 弯 曲 摇 忠 的 姿态 各 异 ,使 画面 生动 多 姿 . 

利用 聚焦 透视 体系 的 例子 不 胜 枚 举 . 上 面 的 例子 已 经 充分 地 说 明了 数学 透视 方法 是 
如 何 使 画家 们 从 中 世纪 的 束缚 中 解放 出 来 ,而 自由 自在 地 描绘 现实 世界 中 的 山川 河流 ,大 
街 小 埠 . 聚焦 透视 体系 的 发 展 状况 也 显示 出 ,适当 的 数学 定理 ,以 及 建立 在 数学 基础 上 的 
自然 哲学 ,有力 地 决定 着 西方 绘画 的 进程 .尽管 现代 绘画 已 经 脱离 了 对 自然 界 的 直接 描 
写 , 但 是 ,在 艺术 学 校 中 ,聚焦 透视 体系 已 成 为 一 门 基础 课 ,并且 在 绘画 中 仍 在 广泛 使 用 . 
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数 是 文明 开化 的 不 可 或 缺 的 工具 ,用 以 将 人 类 活动 纳入 一 定 的 秩序 . 
戴 维 斯 
半 亩 方 塘 一 鉴 开 ,天 光 云 影 共 徘徊 . 问 渠 那 得 清 如 许 , 为 有 源头 活水 来 . 
朱 喜 
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为 了 了 解 我 们 所 生存 的 物质 世界 和 生命 世界 , 数 是 不 可 缺少 的 工具 . 对 数学 理论 和 应 

用 的 理解 是 从 对 数 的 理论 和 应 用 的 理解 开始 的 《中 良 ) 有 言 : 

物 有 本 末 , 事 有 终 始 , 知 所 先后 , 则 近 道 矣 . 
这 就 是 说 ,学 习 任何 东西 都 要 知 根 知 底 . 数 是 我 们 学 习 和 研究 数学 的 开始 ,因此 ,我 们 就 以 
对 数 的 认识 作为 出 发 点 . 要 了 解数 的 本 质 , 必 须 抛 弃 静 观 的 方法 ,从 人 类 认识 数 的 历史 发 
展 上 寻求 动态 的 解答 . 如 果 我 们 能 够 更 好 地 把 握 数 的 发 展 史 , 我 们 就 能 在 每 个 发 现 或 发 明 
的 源头 发 现 伟 大 的 智力 . 

数 的 扩充 史 展 现 了 数 的 丰富 性 和 座 刻 性 . 从 数 的 扩充 史 中 , 我 们 学 到 两 种 思维 方式 : 
收敛 性 思维 与 分 散 性 思维 . 收敛 性 思维 是 借助 传统 的 思想 和 方法 ,将 精力 集中 到 对 独 一 无 
二 的 答案 的 寻找 上 ;分 散 性 思维 在 于 打破 旧 框 架 , 对 传统 问题 给 出 新 的 解答 . 无 论 是 学 还 
是 教 ,都 需要 这 两 种 思维 方式 . 

扩充 、 继 承 与 创新 是 任何 一 门 科 学 发 展 的 必由之路 . 数 的 扩充 也 不 例外 “由 整数 走向 
分 数 , 由 正 数 走向 负数 ,由 实数 走向 虚数 ”, 这 是 扩充 . 在 扩充 的 同时 ,我 们 希望 “整数 的 性 
质 分 数 也 有 , 正 数 的 性 质 负 数 也 有 ,实数 的 性 质 虚 数 也 有 ”, 这 是 继承 . 当 由 复数 扩充 到 四 
元 数 时 ,我 们 不 得 不 牺牲 乘法 的 交换 律 ,这 是 创新 ， 

追溯 数 的 历史 不 是 一 种 单纯 的 回顾 ,而 是 一 种 新 的 综合 、 新 的 创造 性 活动 ,以 求 达 到 
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对 数 的 更 深刻 的 理解 . 
1. 两 种 知识 


在 学 习 数 的 基本 性 质 和 概念 时 ,有 两 种 知识 是 基本 的 : 一 种 是 正确 理解 概念 一 一 概 
念 知识 , 另 一 种 是 会 计算 一 一 程序 知识 . 

概念 知识 ”正确 理解 数 的 概念 , 数 系 的 基本 性 质 , 数 系 的 结构 ,以 及 这 些 数 系 与 它们 所 
反映 的 现实 对 象 之 间 的 关系 . 能 够 用 语言 .符号 和 图 像 表示 、 描 述 和 解释 数量 的 性 质 及 结构 . 

程序 知识 ”计算 是 学 好 数 的 一 个 基本 功 , 要 能 用 心算 .笔算 .计算 器 和 计算 机 完成 精 
确 计算 或 近似 计算 . 但 我 们 不 能 只 停留 在 一 些 常规 的 可 预见 的 计算 问题 上 ,应 该 灵活 地 、 
有 创造 性 地 使 用 数 , 并 具备 组 织 .操作 和 解释 数量 信息 的 能 力 . 


2. 数 的 用 途 


数 的 用 途 包含 三 个 方面 : 计数 与 测量 排序、 编码 . 

计数 与 测量 ”计数 与 测量 是 数 的 最 基本 的 功能 ,而 四 则 运算 直接 和 计数 与 测量 的 对 
象 和 目的 相关 . 这 是 从 小 学 就 要 努力 学 习 的 东西 . 

排序 ”对 某 集合 的 元 素 进行 排序 ,如 运动 员 得 奖 的 名 次 ,世界 富豪 排行 榜 等 . 对 排序 
进行 运算 是 没有 意义 的 . 

编码 ”在 由 许多 对 象 构成 的 集合 中 ,为 每 一 个 对 象 编 一 个 不 同 的 号 码 , 以 便 识别 . 例 
如 ,为 篮球 运动 员 编号 .我们 现在 处 于 信息 社会 , 数 有 了 一 种 全 新 的 功能 ,就 是 对 一 切 信息 
进行 编码 . 数 的 这 个 新 功能 大 大 地 拓 广 了 数学 研究 和 应 用 的 领域 ,并 产生 了 一 系列 数学 化 
的 新 领域 . 对 这 样 的 编号 进行 运算 也 是 没有 意义 的 . 


3. 五 个 主要 阶段 


从 简单 到 复杂 , 数 系 的 发 展 可 以 分 为 五 个 主要 阶段 . 它们 是 : 

(1) 正 整数 系 : 仅 由 正 整数 组 成 的 数 系 ; 

(2) 整数 系 : 由 正 、 负 整数 和 0 组 成 的 数 系 ; 

(3) 有 理 数 系 : 由 整数 和 分 数组 成 ; 

(4) 实数 系 ; 

(5) 复数 系 . 

从 逻辑 和 教学 的 观点 看 ,这 种 划分 是 次 序 井然 的 ,但 是 从 历史 上 看 却 不 是 这 样 . 数 的 
历史 发 展 的 大 体 顺序 是 : 自然 数 ,分 数 , 无 理 数 , 零 ,负数 , 虚 数 ( 复 数 ). 

数 的 每 一 次 扩张 都 引发 了 深层 次 的 思考 ,也 都 留 下 了 有 待 解 决 的 新 问题 . 
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4. 十 进位 制 

进位 制 的 诞生 是 数学 史上 的 一 个 伟大 事件 . 从 发 据 出 来 的 材料 来 看 ,我 国 在 五 六 干 
年 以 前 新 石器 晚期 的 出 土 陶器 上 就 有 了 表示 数字 的 各 种 符号 ,其 中 已 含有 十 进位 的 铁 形 
了 .相当 完善 的 十 进位 制 出 现在 距 今 三 四 千年 的 殷 商 甲 肯 文 和 稍 后 的 钟 易 文中 . 而 且 有 了 


“十 ”、 百 ”“ 千 ” “万 ”等 表示 位 置 的 特殊 文字 . 这 些 事实 说 明 , 中 国 是 使 用 十 进位 最 早 的 


国家 . 这 是 一 件 了 不 起 的 伟大 事件 ,是 数 系 发 展 过 程 中 的 第 一 个 里 程 碑 . 在 谈 到 十 进位 制 
的 伟大 意义 时 . 拉 普 拉 斯 (P. S. Laplace，1749 一 1827) 说 : 

“用 十 个 记号 来 表示 一 切 数 ,每 个 记号 不 但 有 绝对 值 ,而 且 有 位 置 的 值 这 种 巧妙 的 方 
法 出 自 印 度 ( 这 一 点 他 错 了 1). 这 是 一 个 深远 而 又 重要 的 思想 , 它 今天 看 来 如 此 简单 ,以 致 
我 们 忽视 了 它 的 真正 伟 绩 . 但 恰恰 是 它 的 简单 性 以 及 对 一 切 计 算 都 提供 了 极 大 的 方便 , 才 
使 我 们 的 算术 在 一 切 有 用 的 文明 中 列 在 首位 ;而 当 我 们 想到 它 竟 逃 过 了 十 代 最 伟大 的 两 
个 人 物 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 的 天 才思 想 的 关注 时 ,我 们 更 感到 这 成 就 的 伟大 了 .” 

但 是 ,并 不 是 一 切 文明 都 是 采用 十 进位 制 的 . 巴比伦 人 采用 六 十 进位 制 , 罗 马 人 采用 
三 进位 制 ,玛雅 人 采用 二 十 进位 制 . 

进位 制 也 随 着 科学 的 进步 而 发 展 .例如 ,计算 机 诞生 后 ,二 进位 制 获得 了 新 的 应 用 . 


5. 印度 -阿拉 伯 记 数 法 

现在 通用 的 记 数 法 叫做 阿拉 伯 记 数 法 . 但 这 种 叫 法 不 准确 ,应 该 叫做 印度 -阿拉 伯 记 
数 法 , 最早 的 样品 是 在 印度 的 一 些 石 柱 上 发 现 的 ,这 些 石 柱 大 约 是 公元 前 250 年 建造 的 . 
印度 人 的 发 明 后 来 被 阿拉 伯 人 采用 了 ,并 把 它 传 到 西欧 . 又 从 欧洲 传 向 全 世界 . 这 是 一 套 
上 党 方便 的 记 数 法 . 

6. 数 的 几何 表示 一 一 数 铀 与 复 平 面 


把 数 和 点 联系 起 来 ,将 有 助 于 理解 各 种 类 型 的 数 的 概念 ,以 及 它们 之 间 的 关系 . 首先 ， 
我 们 将 实数 与 直线 联系 起 来 


1 闻 1 之 
图 5-1 


数 轴 ”如 图 5-1 所 示 , 取 定 一 条 直线 . 这 条 直线 是 向 两 个 方向 无 限 延伸 的 .我 们 在 直 
线 上 选择 一 个 点 ,并 把 数 0 指派 给 这 个 点 . 接着 我 们 取 定 一 个 单位 ,从 0 向 右 安排 正 数 ,从 
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0 向 左 安排 负数 . 这 样 ,每 一 个 实数 都 有 直线 上 的 一 点 与 它 对 应 . 这 样 的 直线 称 为 数 轴 . 借 
助 数 轴 ,我 们 立刻 可 看 到 实数 的 两 个 重要 性 质 : 

(1) 实数 是 一 个 连续 集合 ; 

(2) 实数 是 一 个 有 序 集合 . 

复 平面 ”如 图 5-2 所 示 , 选 定 直角 坐标 系 : 每 个 复数 都 具有 形式 a 十 所 , 它 可 以 与 平面 
的 有 序数 对 (a,5) 建 立 一 一 对 应 . 这 样 的 平面 叫做 复 平 面 . 由 此 我 们 立刻 看 出 ,复数 不 是 一 
个 有 序 集合 , 即 两 个 不 同 的 复数 没有 大 小 之 分 . 


pi 于 atbi 
x 


[@) a 


图 5-2 


值得 注意 的 是 ,直到 数学 家 把 复数 表示 成 平面 上 的 点 时 , 单 复 变 函数 论 的 研究 才 真 正 
祭 荣 起 来 . 


8S2 关键 进展 


1. 新 的 语言 


在 各 种 自然 现象 中 , 像 天 体 的 运行 、 日 月 的 升 落 、 四 季 的 交替 变换 ,都 存在 一 种 规律 
性 ,这 种 规律 性 可 以 用 数 来 描述 . 这 是 人 类 早期 的 伟大 经 验 之 一 . 中 国 、 埃 及 .巴比伦 .印度 
这 些 文明 古国 都 开始 用 数学 语言 来 描述 自然 的 秩序 了 . 

但 是 要 创立 一 种 数 的 哲学 ,把 数 的 意义 提高 到 一 个 新 的 高 度 ,就 必须 有 更 大 胆 的 概括 . 

毕 达 哥 拉 斯 的 第 一 个 伟大 发 现 是 : 音调 的 高 度 依赖 于 振动 强 的 长 度 . 这 个 发 现 对 哲 
学 和 数学 思想 的 未 来 方向 具有 决定 意义 的 并 不 是 这 种 事实 本 身 , 而 是 对 这 种 事实 的 解释 . 
如 果 在 音调 的 和 谐 中 发 现 的 美 可 以 还 原 为 一 种 简单 的 数 的 比例 的 话 ,那么 正 是 数 向 我 们 
揭示 了 宇宙 秩序 的 基本 结构 . 这 样 ,希腊 人 沿 着 抽象 之 梯 , 从 一 个 具体 实例 走 上 了 更 高 的 
境界 一 一 "万物 皆 数 也 ”. 

由 此 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 思想 家 们 就 把 数 设 想 为 一 种 无 所 不 包 的 真正 普遍 的 要 素 ， 
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数 的 用 途 不 再 局 限 在 某 一 特殊 的 领域 之 内 ,而 是 扩展 到 了 存在 的 全 部 领域 . 这 样 , 毕 达 


哥 拉 斯 及 其 信徒 们 发 现 了 一 种 新 的 语言 一 一 数 的 语言 . 这 个 发 现 标 志 着 近代 科学 概念 
的 诞生 . 
2. 无 理 数 的 诞生 


前 面 已 指出 ,在 数 的 概念 的 发 展 史 上 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 最 大 成 就 是 发 现 了 “无 理 
数 ”, 并 引发 了 第 一 次 数学 危机 . 这 表明 ,希腊 的 数学 已 经 发 展 到 这 样 的 阶段 ,数学 已 由 经 

希腊 数学 家 是 最 早 的 “纯粹 ?数学 家 . 他 们 与 其 他 古代 数学 家 的 重要 差别 是 ,希腊 数学 
家 明确 区 分 精确 结果 与 近似 结果 ,而 当时 的 其 他 文化 并 不 区 分 这 种 差别 .希腊 人 对 精确 性 
的 兴趣 不 仅 影响 了 他 们 研究 数学 的 方法 ,也 影响 了 他 们 的 研究 内 容 . 而 正 是 这 种 兴趣 , 才 
促使 他 们 作出 了 古代 数学 最 为 深刻 的 发 现 之 一 . 

无 理 数 的 发 现 暗 示 了 存在 一 个 更 大 、 更 复杂 的 数 系 . 


3. 0 的 发 现 


人 类 很 早 就 发 现 了 自然 数 ,但 是 0 的 发 现 却 晚 得 多 , 岂 不 怪 哉 ! 这 项 贡献 归功 于 印度 
人 .他 们 承认 0 是 一 个 数 , 而 不 仅仅 表示 空位 或 一 无 所 有 . 这 种 看 法 可 能 出 现在 6 世纪 以 
前 . 印度 天 文学 家 瓦 拉 哈 米 希 拉 (Varahamihira, 约 505 一 587) 的 《五 大 历数 全 书 汇编 ) 中 
已 对 0 施行 加 、 减 运算 . 到 公元 7 世纪 ,婆罗 摩 航 普 塔 ( 约 598 年 生 ) 对 0 的 运算 有 了 较 完 
整 的 叙述 . 他 在 著作 《婆罗 摩 修正 体系 》(628 年 ) 一 书 中 写 道 : “负数 减 去 0 是 负数 , 正 数 减 
去 0 是 正 数 ,0 减 去 0 什么 也 没有 ;0 乘 负 数 、 正 数 或 0 都 是 0. "这些 结果 是 正确 的 ,但 关于 
0 做 除数 ,他 说 了 错 话 .下 面 是 他 的 除法 法 则 : 

正 数 除 正 数 , 或 负数 除 负数 都 是 正 数 ; 零 除 零 为 零 ; 负数 除 正 数 都 是 负数 ; 零 除 正 数 
或 负数 是 分 母 为 零 的 分 数 ; 负 数 和 正 数 除 零 ,情况 类 似 . 

欧洲 到 1500 年 左右 ,0 才 被 接受 作为 一 个 数 . 


4. 负数 的 引入 


在 中 国 , 负 数 的 概念 出 现 得 很 早 . 在 4 九 章 算 术 兴 公元 前 1 世纪 ) 的 方程 章 里 已 经 提出 
了 正 、 负 数 的 不 同 表示 法 和 正 、 负 数 的 加 减法 则 .元朝 的 朱 世 杰 在 4 算 学 启蒙 )(1299 年 ) 中 
第 一 次 明确 提出 正 、 负 数 的 乘除 法 则 . 他 指出 :“ 同 名 相 乘 为 正 , 异 名 相 乘 为 负 ” 及 “同名 相 
除 为 正 , 异 名 相 除 为 负 ”. 

印度 人 认识 负数 比 欧洲 人 要 早 得 多 . 他 们 用 负数 表示 欠 债 ,用 正 数 表示 财产 数 . 最 早 
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对 负数 的 运算 有 清楚 认识 的 是 婆罗 摩 租 普 塔 ,在 628 年 前 后 ,他 提出 了 负数 的 四 种 运算 . 

虽然 负数 通过 阿拉 伯 人 的 著作 传 到 了 欧洲 ,但 16 世纪 和 17 世纪 欧洲 的 大 多 数 数学 
家 并 不 承认 它们 是 数 ,也 不 认为 它们 是 方程 的 根 . 一 些 数学 家 把 负数 称 为 荒 雇 的 数 . 例如 ， 
著名 数学 家 巴 斯 卡 (B. Pascal, 1623 一 1662) 认 为 ,从 0 减 去 4 纯粹 是 胡说 . 

负数 的 引进 为 什么 如 此 困难 ? 因为 负数 缺乏 物理 基础 . 例如,“ 负数 X 负 数 三 正 数 ”的 
理由 何在 ? 因而 ,这 是 由 具体 数学 走向 形式 化 数学 的 第 一 次 转折 . 完全 掌握 这 种 转折 要 求 
有 高 度 的 抽象 能 力 . 柯 朗 说 : 

“人 类 先天 倾向 于 抱 住 具体 不 放 , 例 如 对 待 自 然 数 那样 ,这 说 明 为 什么 迈 出 不 可 避免 
的 一 步 是 如 此 缓慢 . 事实 证 明 只 有 在 抽象 的 范畴 内 才能 创造 出 合理 的 算术 系统 .” 

从 古代 概念 到 现代 概念 的 过 渡 是 艰难 而 缓慢 的 . 令 人 难以 置信 的 是 ,完全 理解 负数 所 
经 历 的 时 间 比 发 明 微 积分 的 时 间 还 要 长 . 

0 和 负数 的 引入 大 大 扩大 了 数 的 范围 ,形成 了 更 大 的 数 系 一 一 整数 系 ,从 而 带 来 更 大 
的 自由 . 


5. 数 与 代数 方程 


数 的 进一步 发 展 与 代数 方程 密切 相关 . 从 下 面 的 例子 中 我 们 可 以 清楚 地 看 到 这 一 点 . 
下 列 方程 的 解 提供 了 不 同 种 类 的 数 : 
ZX 一 ] 二 0， x 二 1]， 正 整 数 ; 
ZX 十 2 二 0， Xx 二 一 2， 负 整 数 ; 


2z 十 3 一 0， xz 一 一 了 ， 有 理 数 ; 


Xz: 一 2 一 0， xz 一 士 V2， 无 理 数 ; 
天 十 2z 十 2 二 0， xz 一 一 1 士 ij， 复数 ， 
可 见 ,代数 方程 与 构成 它 的 解 的 数 是 密切 相关 的 ,它们 共同 演化 ,相互 促进 .上面 这 些 
方程 的 系数 都 是 有 理 数 , 我 们 称 这 样 的 方程 为 有 理 代数 方程 . 


6. 复数 


如 果 说 前 面 讲 述 的 , 数 是 由 实际 运用 一 一 量 的 度量 而 产生 的 ,那么 ,复数 则 是 由 数学 
问题 本 身 求 代数 方程 的 根 一 一 的 解决 而 产生 的 . 
我 们 知道 ,要 解 代数 方程 只 有 实数 是 不 够 的 . 这 只 要 看 二 次 方程 
z2 十 1 一 0 


就 够 了 . 它 的 根 是 zx 一 士 V 一 1 一 士 i. 
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当然 ,历史 上 虚数 和 复数 的 诞生 要 复杂 得 多 ,复数 是 文艺 复兴 时 期 意大利 数学 家 引进 
的 . 新 型 数 的 产生 总 是 违背 传统 的 ,并 遭 到 同时 代 大 多 数 数 学 家 的 反对 ,只 是 在 找到 新 数 
的 新 应 用 ,对 新 数 的 性 质 有 了 更 多 的 了 解 之 后 ,新 数 才能 立足 于 数学 之 林 . 复数 的 诞生 和 
发 展 尤 其 是 这 样 . 

从 19 世纪 开始 ,物理 学 家 发 现 了 复数 在 物理 上 的 应 用 . 复数 开始 进入 静电 学 ,流体 力 
学 ,气体 动力 学 ,甚至 量子 力学 之 中 . 当今 理论 物理 和 工程 学 的 许多 著作 都 是 用 复数 的 语 
言 来 撰写 的 . 

复数 与 代数 基本 定理 代数 学 的 主要 目的 曾经 是 多 项 式 的 求 根 问题 .虽然 这 一 问题 
在 现代 数学 中 已 不 占 主导 地 位 ,但 它 的 重要 性 仍然 是 考 良 置疑 的 .一 个 重要 的 事实 是 , 代 
数 基 本 定理 依赖 于 复数 的 发 现 . 

代数 基本 定理 ”任意 一 个 次 数 为 n 三 1 的 复 系数 多 项 式 

fr) = tx a 5.4) 

惟有 个 按 重 数 计算 的 复数 根 . 

换言之 ,复数 域 C 是 代数 封闭 的 . 

代数 基本 定理 告诉 我 们 ,在 代数 扩充 的 意义 下 , 数 的 扩展 到 复数 即 告 结束 . 


7. 代数 数 与 超越 数 


到 18 世纪 ,虽然 在 弄 清 无 理 数 概念 方面 没有 什么 成 就 ,但 是 对 无 理 数 本 身 的 认识 还 
是 取得 了 某 些 进展 . 人 们 认识 了 代数 数 和 超越 数 . 1737 年 , 欧 拉 基 本 上 证 明了 e 和 ee 是 无 
理 数 , 兰 伯 特 证 明了 x 是 无 理 数 . 勒 让 德 猜测 ,r 可 能 不 是 有 理 系 数 代数 方程 的 根 . 他 的 猜 
测 导 臻 了 无 理 数 的 分 类 . 


代数 数 ”有理 系 数 代数 方程 的 根 称 为 代数 数 . 
确切 地 讲 , 一 个 代数 数 是 指 它 是 满足 下 述 方程 的 数 : 
2 十 Qi !Tarr ?二 十 1x 二 a,=0, C5...2) 
其 中 al az, ,a 1,a, 为 有 理 数 . 

因此 ,所 有 有 理 数 和 一 部 分 无 理 数 是 代数 数 . 

超越 数 ”不 是 代数 数 的 无 理 数 叫做 超越 数 . 

欧 拉 (L. Euler，1707 一 1783) 说 过 :“ 它 们 超越 了 代数 方 
法 的 能 力 ” 1873 年 ,法 国 数学 家 埃 尔 米 特 (C. Hermite， 
1822 一 1901) 证 明了 e 为 超越 数 . 1882 年 ,德国 数学 家 林 德 曼 
(F. Lindeman，1852 一 1939) 证 明了 为 超越 数 . 

但 是 ,在 代数 数 和 超越 数 的 理论 中 还 有 许多 问题 没有 解 
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决 , 并 非 每 一 个 实数 都 已 经 认识 了 是 什么 样 的 数 . 例如 ,已 知 x 为 超越 数 ,e 为 超越 数 ,但 
是 e 十 x 这 个 数 是 不 是 超越 数 , 现 在 还 不 知道 . 

顺便 指出 ,中 国 古代 求 x 的 近似 值 处 于 领先 地 位 ,祖冲之 (429 一 500) 给 出 的 的 估计 : 

3. 141 592 6<x<3.141 592 7. 

领先 西方 一 千年 . 

8. 希 尔 伯 特 第 七 问题 

1900 年 8 月 6 日 ,第 二 届 国 际 数学 家 代表 大 会 在 巴黎 召开 . 数学 发 展 史 掀 开 了 新 的 
一 页 .8 月 8 日 ,年 方 38 岁 的 德国 数学 家 希 尔 伯 特 走 上 讲台 . 他 把 目标 指向 未 来 : 

“我 们 当中 有 谁 不 想 揭 开 未 来 的 帷幕 ,看 一 看 在 今后 的 世纪 里 我 们 这 门 学 科 发 展 的 前 
景 和 奥秘 呢 ? 我 们 下 一 代 的 主要 数学 思潮 将 追求 什么 样 的 特殊 目标 呢 ? 在 广阔 而 丰富 的 
数学 思想 领域 ,新 世纪 将 会 带 来 什么 样 的 新 方法 和 新 成 果 ?” 

接着 他 向 国际 数学 家 提出 了 23 个 问题 ,为 20 世纪 数学 的 发 展 掀 开 了 光辉 的 第 一 页 . 
其 中 第 七 问题 是 : 

办 a 是 代数 数 ,8 是 无 理 数 的 代数 数 , 则 of 一 定 是 超越 数 或 至 少 是 无 理 数 吗 ? 

1934 年 ,苏联 数学 家 盖 尔 方 德 证 明了 第 七 问题 是 对 的 . 1935 年 ,德国 数学 家 施 乃 德 也 
独立 地 解决 了 这 一 问题 . 
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在 19 世纪 ,数学 家 们 发 明了 许多 新 的 数 系 . 这 些 数 系 中 有 三 个 值得 特别 注意 , 四 元 
数 ,和 矩阵 和 超 限 数 ， 


1. 四 元 数 的 诞生 


出 现 于 19 世纪 初 的 关于 代数 的 新 观念 是 从 老 的 代数 中 自然 成 长 起 来 的 . 一 个 重要 的 
刺激 因素 是 i 二 VvV 一 1. 它 虽然 在 17 世纪 和 18 世纪 解决 了 许多 数学 问题 ,但 是 没有 人 能 给 
出 一 个 满意 的 解释 ,说 明 它 何以 是 个 数 . 19 世纪 初 ,数学 家 对 于 这 个 进退 两 难 的 问题 给 出 
了 两 种 不 同 的 解答 . 

第 一 个 解答 是 利用 抽象 方法 ,把 复数 定义 为 实数 的 有 序 对 ,进而 对 它们 进行 通常 的 代数 
运算 : 加 \ 减 、 乘 、 除 .这些 运 算 提供 了 一 套 在 形式 上 与 复数 代数 无 法 区 分 的 有 序 对 代数 . 

第 二 个 解答 是 给 i 一 个 具体 解释 ,把 它 等 同 于 一 个 儿 何 运算 : 在 平面 上 按 逆 时 针 方 向 
旋转 一 个 直角 . 
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两 个 解释 都 引起 了 进一步 的 探索 . 引进 更 多 的 符号 不 是 可 以 带 来 更 多 的 好 处 吗 ? 如 
果 将 i 解释 为 平面 中 的 一 个 旋转 ,为 什么 不 考虑 三 维 空间 中 的 旋转 ?更 进一步 ,如 果 将 复 
数 视 为 2 维 数 , 要 用 什么 来 表示 空间 中 某 种 3 维 数 的 向 量 及 其 代数 运算 呢 ? 人 们 希望 对 
这 种 3 维 数 进行 的 运算 能 包括 加 、 减 、 乘 、. 除 ,而 且 满足 通常 实数 和 复数 所 具有 的 性 质 . 看 
看 这 样 做 会 给 代数 贡献 一 些 什么 新 东西 . 这 一 探索 终于 导致 1843 年 四 元 数 的 诞生 . 

四 元 数 是 哈密 尔 顿 (W. R. Hamilton, 1805 一 1865) 的 伟大 创造 . 他 花 了 好 几 年 的 时 间 
深思 这 样 一 个 事实 : 复数 的 乘法 可 简单 地 解释 为 平面 的 一 个 旋转 ,这 个 概念 能 否 推广 ? 
能 否 发 明 一 类 新 的 数 , 并 定义 一 类 新 的 乘法 ,使 之 能 表示 三 维 空间 的 旋转 ?经 过 长 时 间 的 
努力 之 后 ,他 发 现 必须 作出 两 个 让 步 : 

(1) 新 数 包 含 4 个 分 量 ; 

(2) 必须 放弃 乘法 交换 律 . 

为 什么 新 数 包含 4 个 分 量 ? 如果 把 新 数 看 成 一 个 算 子 , 使 它 能 把 一 个 给 定 的 向 量 绕 
空间 一 个 轴 进 行 旋转 ,并 能 进行 伸缩 ,那么 ,该 如 何 做 呢 ? 首先 ,从 球 坐 标的 知识 ,我 们 知道 ， 
确定 空间 一 条 轴 的 方向 需要 两 个 参数 (角度 ): 9 和 gp; 其 次 ,需要 第 三 个 参数 来 规定 轴 的 旋转 
角度 ;最 后 ,还 需要 第 四 个 参数 来 规定 向 量 的 伸缩 . 这 样 一 来 ,新 数 应 该 有 4 个 分 量 . 

关于 哈密 尔 顿 抛弃 乘法 交换 律 的 思想 有 一 个 动人 的 故事 . 经 过 15 年 无 效 的 寓 思 若 想 
之 后 ,在 兢 色 苍 莽 中 ,他 和 妻子 正 散 步 于 都 柏林 的 皇家 运河 河畔 时 ,灵感 降临 了 1! 灵感 的 
核心 思想 是 抛弃 乘法 交换 律 . 这 个 反 传统 的 思想 给 他 
很 大 的 震动 . 他 立刻 取出 铅笔 刀 把 乘法 表 的 要 旨 刻 在 
布 鲁 哈 姆 桥 的 一 块 石头 上 .今天 ,在 该 桥 的 那 块 石头 上 
镶嵌 着 一 块 水 泥 板 , 板 上 刻 着 : 

1843 年 10 月 16 日 

哈密 尔 顿 兽 士 曾 散 步 于 此 ， 

关于 四 元 数 乘 法 的 基本 公式 

《证 二 站 一 在 一 让 一 一 功 

的 天 才 发 现 来 源 于 那 时 的 一 闪 念 . 

他 还 将 它 刻 于 此 桥 的 一 块 石头 上 . 
这 是 数学 史上 的 一 个 重要 的 里 程 碑 . 

四 元 数 不 遵 循 乘法 交换 律 . 不 遵循 乘法 交换 律 ,对 
19 世纪 初 的 数学 家 来 说 ,简直 是 一 个 晴天 霹雳 . 在 代数 
中 , 数 的 运算 遵从 交换 律 、 结 合 律 与 分 配 律 ,这 是 千 百 
年 来 深 深 地 根植 在 人 们 头脑 中 的 意识 . 现在 要 抛弃 乘 
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法 交换 律 ,当然 是 根本 性 的 一 步 . 这 和 抛弃 平行 公理 具有 相同 的 意义 : 

它 使 代数 学 从 传统 的 实数 系 代 数 中 解放 了 出 来 . 

哈密 尔 顿 四 元 数 的 发 现 对 代数 学 具有 不 可 估量 的 重要 性 . 一 旦 数学 家 们 认识 到 可 以 
构造 一 个 有 意义 的 .有 用 的 “ 数 ” 系 , 它 可 以 不 具有 交换 性 ,那么 他 们 就 可 以 自由 地 考虑 其 
至 更 偏离 实数 和 复数 的 通常 的 性 质 的 创造 . 这 种 认识 在 向 量 代数 和 向 量 分 析 建 立 之 前 是 
必要 的 ,因为 向 量 比 四 元 数 违反 更 多 的 通常 的 代数 法 则 . 

哈密 尔 顿 的 贡献 标志 着 一 个 时 代 的 开始 . 在 新 时 代 里 ,数学 家 可 以 运用 预先 确定 的 、 
逻辑 连贯 一 致 的 组 合 规则 ,自由 地 创造 符号 系统 ,无需 考虑 这 样 的 系统 是 否 描述 了 现实 世 
界 的 某 一 部 分 . 

新 代数 的 出 现 使 人 们 对 熟悉 的 算术 和 代数 中 的 真理 性 提出 了 质疑 . 

虽然 乘法 不 符合 交换 律 的 代数 在 19 世纪 中 叶 设 计 出 了 许多 种 ,但 是 乘法 不 符合 结合 

入 交 纶 芍 出 现在 20 世纪 ,这 种 代数 的 例子 有 约 当 代数 和 李 代数 . 

关于 四 元 数 诞生 的 意义 , 西 尔 维 斯 特 (J. Sylvester，1814 一 1897) 这 样 评论 道 :“ 四 元 数 是 
代数 摆脱 了 乘法 交换 律 虹 绊 的 例子 ,这 是 一 种 解放 ,好 像 罗 巴 切 夫 斯 基 (N. 工 Lobatchevsky， 
1792 一 1856) 使 几何 学 从 欧 几 里 得 经 验 公 理 下 解放 出 来 一 样 .” 


2. 四 元 数 的 性 质 
四 元 数 是 下 面 形式 的 数 : 
4 十 bi 十 cj 十 ck， 
其 中 4a,b,c,d 是 实数 ,i,j,k 起 着 i 在 复数 中 所 起 的 作用 : 让 一下 一 k 一 


两 个 四 元 数 相 等 的 定义 是 ,它们 的 数量 部 分 相等 以 及 它们 的 i,j,k er 
别 相 等 . 两 个 四 元 数 相 加 是 将 它们 的 数量 部 分 相 加 , 且 将 i,j,k 单元 的 每 个 系数 分 别 相 加 . 
对 四 元 数 进行 乘法 时 ,乘法 的 所 有 熟知 的 代数 规则 都 假定 有 效 ,除了 在 形成 单元 i,j,k 相 
乘 时 ,放弃 了 交换 律 ,而 具备 下 面 的 规则 : 
jk 王 1， ee ki 一]， jik 王 一 ])， ij 二 k， ji 一 一 K， (5. 3) 
=j:=k’= 
ee 
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两 个 四 元 数 作 乘法 时 ,可 以 把 它们 当做 关于 i,j,k 的 多 项 式 来 进行 乘法 运算 ,然后 按 
照 上 面 的 乘法 表 把 所 得 的 乘积 归结 为 同样 的 形式 . 
例 〈1 十 2i 十 2 十 3K) 十 (2 十 i 十 j 十 4k) 一 3 十 3i 十 3j 十 7ks 
(1 十 2i 十 2j 十 3k)(2 十 i 十 j 十 4k) 一 一 14 十 10i 十 10k. 


3. 年 阵 


在 现代 科学 技术 中 ,使 用 的 数 的 范围 远 远 超出 了 整数 和 分 数 的 范围 ,而 用 到 了 向 量 、 
和 矩阵、 同 余 算术 . 这 样 , 用 数 表 达 的 对 象 进 入 了 新 的 领域 ,并 引出 新 的 思想 和 新 的 方法 . 矩 
阵 的 思想 在 中 国 很 早 就 已 经 有 了 ,至少 可 以 追溯 到 汉 朝 ,中 国 数学 家 在 解 线性 方程 组 时 就 
用 了 和 矩阵 . 在 欧洲 ，18 世纪 或 更 早 些 时 候 , 行 列 式 已 被 使 用 和 计算 了 ,到 19 世纪 中 叶 导 致 
了 和 矩阵 概念 的 定义 及 矩阵 代数 的 发 展 .大 约 同 时 由 哈密 尔 顿 , 西 尔 维 斯 特 和 凯 莱 CA. Cay- 
ley，1821 一 1895) 发 展 起 来 . 

和 矩阵 起 源 于 对 线性 方程 组 的 研究 . 例如 ,考察 形 如 

aux 十 als y 二 a13z 王 b1， 


Cazi 立 十 zz yazsz—=b,, 


aal 式 十 aazy 十 Casz 一 03 


的 线性 方程 组 . 它 的 系数 构成 矩阵 


C31 U32 Ud33 

对 矩阵 可 以 定义 加 法 ,减法 和 乘法 . 其 运算 规则 有 一 些 与 数字 相同 ,有 一 些 与 数字 不 
同 . 其 主要 不 同 有 两 个 : 一 个 是 矩阵 乘法 不 符合 交换 律 , 若 将 两 个 矩阵 交换 次 序 相 乘 , 则 
所 得 到 的 结果 一 般 是 不 相同 的 ; 男 一 个 重要 的 不 同 是 , 除 0 外 ,每 个 数 都 有 一 个 乘法 的 逆 
元 ,但 是 许多 矩阵 没有 乘法 的 北 元 . 

行列 式 是 矩阵 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 现在 ,和 矩阵 和 行列 式 是 数学 所 有 分 支 中 最 为 有 用 
的 分 区 之 = 

4. 超 限 数 

超 限 数 是 对 无 限 集合 的 计数 , 它 基于 对 无 限 的 认识 ,而 对 无 限 的 认识 经 历 了 漫长 
的 道路 .无 限 是 数学 家 的 王国 , 它 深 深 地 扎根 于 数学 之 中 . 正 是 借助 数学 ,人 们 才 对 无 
限 有 了 深刻 的 认识 .粗糙 地 说 ,人 类 对 无 限 的 认识 经 历 了 三 个 阶段 . 求 积 问题 的 出 现 
是 人 类 开始 利用 无 限 . 为 了 求 圆 的 面积 或 球 的 体积 ,引出 了 无 限 分 割 的 概念 和 逼近 的 
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概念 . 这 是 人 类 在 数学 上 认识 与 使 用 无 限 的 第 一 步 . 微 积分 的 诞生 使 人 类 开始 了 系统 
地 使 用 无 穷 大 和 无 穷 小 的 概念 . 这 是 人 类 认识 与 理解 无 限 的 第 二 阶段 . 人们 虽然 使 用 
无 穷 大 和 和 无穷小 的 概念 ,但 对 它 并 不 理解 . 所 以 , 当 人 们 开始 人 研究 无 穷 级 数 的 时 候 , 性 
沦 就 大 大 增多 起 来 . 直到 实数 理论 建立 之 后 ,人 们 对 无 限 认 识 的 第 二 阶段 才 告 完成 . 
这 时 人 们 才 和 掌握 了 利用 有 限 刻 画 无 限 的 手段 ,解决 了 在 微 积 分 诞生 后 出 现 的 关于 无 
限 的 昼 论 . 对 无 限 认 识 的 第 三 个 阶段 是 德国 数学 家 康 托 (G. Cantor，1845 一 1918 ) 的 


集合 论 . 


是 奇特 ,还 是 矛盾 ? 在 研究 无 限时 ,常识 是 一 个 灼 脚 的 
向 导 . 一 位 不 知名 的 中 学 生 说 :“ 无 穷 大 是 这 样 一 个 地 方 ,不 
可 能 发 生 的 事 在 这 里 会 发 生 . "希腊 的 普罗 克 洛 斯 曾 注 意 到 ， 
圆 的 每 一 条 直径 都 把 圆 分 成 两 个 半圆 ,直径 有 无 限 多 个 , 半 
圆 也 有 无 限 多 个 ,而 后 者 是 前 者 的 两 倍 . 这 一 结论 不 是 与 人 
们 的 直觉 相 违 背 吗 ? 

中 世纪 的 一 些 哲学 家 注意 到 ,把 两 个 同心 圆 的 点 用 公共 
半径 连 起 来 ,就 在 两 个 圆 上 上 的 点 之 间 建 立 了 一 一 对 应 (图 
5-3) ,从 而 可 以 认为 ,两 个 圆 含 有 相同 多 的 点 . 可 是 这 两 个 圆 
周 的 周 长 不 相等 呀 . 

无 限 的 概念 虽然 在 古 希 腊 已 经 受到 数学 家 的 重视 ,但 是 
对 无 限 集合 的 计数 要 晚 到 19 世纪 后 半 叶 . 

最 早 对 这 一 问题 进行 研究 的 是 伽利略 . 他 建立 了 全 体 自然 
数 的 集合 与 全 体 自 然 数 平方 的 集合 的 一 一 对 应 . 虽然 他 没有 做 
进一步 的 研究 ,但 是 他 提供 的 思想 却 是 重要 的 . 首先 ,他 给 出 了 
人 研究 巨 限 集 合 的 工具 一 一 对 应 ;其 次 ,在 无 限 集合 中 ,整体 
可 能 等 于 部 分 . 

“整体 大 于 部 分 "是 欧 几 里 得 最 基础 的 公理 ,没有 人 怀疑 这 
条 公理 .但 是 ,要 对 无 穷 集 合 进行 记 数 必须 超越 这 条 公理 . 因为 
如 果 我 们 在 无 限 的 人 研究 中 继续 使 用 这 条 公理 ,将 不 可 避免 地 引 
出 人 逻辑 矛盾 . 这 条 公理 的 反面 说 法 是 :“ 整 体 与 部 分 相等 ” 这 种 
说 法 把 有 限 集合 与 无 限 集合 区 分 了 开 来 . 

康 托 对 无 穷 集 合 的 计数 作出 齐 越 的 贡献 . 他 借助 一 一 对 应 的 概念 来 计数 无 限 集合 ,从 
而 引出 了 超 限 数 的 重要 理论 . 这 在 数学 史上 是 一 个 重要 的 里 程 碑 . 
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34 可 数 集 


1. 势 的 概念 
我 们 先 引 出 下 面 的 重要 定义 . 
定义 ” 若 集 合 A 与 集合 B 间 能 建立 一 对 一 的 对 应 , 则 称 集合 A 与 集合 忆 是 对 等 的 ， 
或 者 称 它 们 的 势 是 相同 的 , 记 做 
A~B. 
不 难 明 白 ,2 个 有 限 集 只 有 当 它 们 的 元 素 的 个 数 是 相同 时 才 是 对 等 的 . 势 的 概念 是 个 
数 概 念 的 推广 , “其 势 相同 ”一 语 乃 是 有 限 集 元 素 “ 个 数 相 同 ” 的 扩充 . 
例 1 A 表示 直角 三 角形 斜 边 上 的 点 集 ,B 表示 底 边 上 的 点 集 . 由 图 5-4 
可 看 出 A~B. 
例 2 设 N 表 示 全 体 自然 数 的 集合 ,而 M 为 全 体 偶 数 的 集合 : 
N= {1,2,.…,n,.…}, 
B M= {2,4,.… ,2n,.…). 
5-4 这 两 个 集合 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 : 
N:123.. 
M: 246… 
即 ,M 与 N 是 对 等 的 ,它们 的 势 相 同 . 因此 得 到 ,自然数 有 多 少 ,偶数 就 有 多 少 . 
整体 与 自身 的 一 部 分 建立 一 一 对 应 ,对 早期 的 思想 家 来 说 ,是 荒 廖 的 ,并 促使 他 们 抵 
制 有 关 无 穷 集 的 任何 研究 成 果 . 但 康 托 并 未 因此 而 退缩 . 他 预见 到 ,无 穷 集 合 将 遵循 新 的 
不 适合 有 限 集 的 法 则 “反常 "与 “正常 ?是 依赖 于 条 件 的 . “整体 与 部 分 对 等 "在 有 限 集中 是 
错误 的 ,因而 属于 反常 .但 在 无 限 集中 是 正确 的 ,因而 属于 正常 . 
其 实 , 康 托 自 己 也 对 一 一 对 应 的 结果 惊 情 不 已 . 他 证 明了 一 条 直线 上 的 点 与 一 个 平面 
上 的 点 之 间 存 在 着 一 一 对 应 . 他 在 1877 年 写 给 戴 德 金 (R. Dedekind, 1831 一 1916) 的 一 封 
信 中 说 :“ 我 看 到 了 它 , 却 不 敢 相 信 . ”但 是 ,他 还 是 相信 了 ,并 且 用 一 一 对 应 的 原理 去 作 进 
一 步 的 研究 . 
下 面 关于 对 等 集 的 简单 性 质 , 读 者 不 难 自 己 证 明 : 
定理 1 设 A,B,C 是 三 个 不 同 的 集合 , 则 下 面 三 条 规则 成 立 : 
(1) A~A; 
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(2) 如 果 A 一 了 ,那么 B 一 A; 
(3) 如 果 A~B,B~C, 那 么 A 一 C. 


2. 有 理 数 集 是 可 数 的 

下 面 我 们 讲 一 讲 数学 家 如 何在 “无 限 ” 这 一 混沌 中 找 出 秩序 .我 们 研究 的 次 序 仍 
然 是 从 简单 到 复杂 . 在 无 限 数 集中 什么 数 集 最 简单 ?当然 是 自然 数 集 , 因 而 我 们 把 自 
然 数 集 当 做 认识 无 限 的 起 点 和 工具 . 其 次 是 整数 集 , 它 包 括 自 然 数 集 、0、 负 整数 集 . 
再 下 面 就 是 有 理 数 集 了 .任何 两 个 整数 的 比 (0 不 做 分 母 ) 都 是 有 理 数 .看 上 去 有 理 数 
集中 的 元 素 个 数 要 比 自然 数 集中 的 元 素 个 数 多 得 多 . 果真 如 此 吗 ? 康 托 先 给 出 了 下 


面 的 定义 : 
定义 ” 凡 与 自然 数 集 对 等 的 集 A 都 叫做 可 数 集 ,或 称 集 A 是 可 数 的 . 


下 面 是 可 数 集 的 例子 : 
A={2, 4, 6, 8, **, 2n, *…}, 

B={1, 4, 9, 16, *, n?, *), 

Us 


在 三 1 ee 
定理 2 两 两 不 相交 的 有 限 个 可 数 集 的 和 集 是 一 个 可 数 集 . 
证 明 我 们 只 对 三 个 被 加 集 的 情形 给 以 证 明 , 由 此 可 看 出 论断 的 一 般 性 . 
设 A,B,C 是 三 个 可 数 集 : 
A={ai, as, a3, ""}， 
B={b, b,, b;, "…}, 
C={cery cs Cn "7}. 
易 见 ,它们 的 和 集 S 二 A 十 B 十 C 可 以 写成 
S={ais, bi ci, Gs, bas Css a3s “**}. 
所 以 S 是 可 数 的 . 
康 托 证 明了 一 个 令 人 吃惊 的 定理 : 
定理 3 有 理 数 的 集合 Q 是 可 数 的 . 
证 明 设 所 有 正 有 理 数 的 全 体 是 Q; ,所 有 人 负 有 理 数 的 全 体 是 Q_, 则 
Q=Qi1 二 10}) 十 Q_. 
Q ,和 QQ 显然 是 对 等 的 .因而 我 们 只 要 证 明 Q, 是 可 数 集 就 行 了 . 
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将 Qi 排列 如 下 : 


2 7 了 3 4 
yp a 5 /7 
pe 
4 4 4 4 
于 是 ,我 们 可 以 这 样 给 Q, 排序 ， 
‘ | , 
1， 3.2 二 


因而 Q, 是 可 数 的 . 

那么 ,实数 集 呢 ,实数 集 可 数 吗 ? 康 托 用 反 证 法 证 明了 : 

定理 4 全 体 实 数 集 是 不 可 数 的 . (证 明 从 略 ) 

超 限 数 定理 4 的 另 一 个 推论 是 ,实数 集 的 势 大 于 可 数 集 的 势 . 这 样 ,无 限 集 分 出 了 
大 小 . 自然 地 ,新 的 问题 又 产生 了 : 有 比 实数 集 的 势 更 大 的 集合 吗 ? 答案 是 : 有 的 . 

-个 集合 A 的 寡 集 是 指 A 的 一 切 子 集合 所 构成 的 集合 . 任何 非 空 集合 的 状 集 的 势 都 

比 原 集合 的 势 大 . 即 ,任何 集合 和 它 的 寡 集 之 间 都 不 存在 一 一 对 应 . 

例 3 集合 1,2) 的 子 集合 分 别 是 空 集 名 ,只 含 一 个 元 素 的 集合 {1},{2} 和 集合 
{1,2), 即 集合 们 ,2) 的 短 集 有 4 个 元 素 . 

由 此 可 知 , 无 限 集 的 等 级 也 是 无 限 的 . 这 样 , 超 限 数 的 概念 就 诞生 了 . 

超 限 数 是 用 来 表示 无 限 集合 大 小 的 数 . 自然 数 集 、 完 全 平方 数 集 、 有 理 数 集 和 代数 数 
集 都 有 具有 相同 的 超 限 数 , 康 托 把 这 个 超 限 数 记 为 Xo. 全 体 实数 集 的 超 限 数 记 为 Xi . 

超 限 数 至 今 尚未 在 数学 之 外 找到 应 用 . 但 在 数学 的 内 部 却 有 相当 大 的 影响 ,并 唤起 深 
刻 的 逻辑 和 哲学 的 思考 . 


8$5 数 系 的 公理 化 


被 欧 儿 里 得 公理 体系 的 缺点 所 震撼 ,19 世纪 的 许多 数学 家 都 从 事 系统 地 研究 数 系 的 
公理 . 数学 家 们 希望 ,他 们 能 找 出 一 组 公理 ,而 后 由 此 推出 关于 算术 的 所 有 真理 . 


8S 数 系 的 公理 化 


1. 皮 亚 诺 的 五 条 公理 


最 能 适合 19 世纪 后 期 的 公理 化 倾向 的 是 用 一 组 公理 来 引进 正 整 数 系 . 意大利 数学 家 
皮 亚 诺 (G. Peano, 1858 一 1932) 在 他 的 《算术 原理 新 方法 》 一 书 中 ,首先 完成 了 这 项 工作 . 
皮 亚 诺 的 五 条 公理 是 

(1) 1 是 一 个 自然 数 ; 

(2) 1 不 是 任何 其 他 自然 数 的 后 继 者 ; 

(3) 每 一 个 自然 数 a 都 有 一 个 后 继 者 ; 

(4) 如 果 a 和 2 的 后 继 者 相等 , 则 a 和 6 也 相等 ; 

(5) 若 一 个 由 自然 数组 成 的 集合 S 含 有 1, 又 当 S 含有 任何 一 数 a 时 , 它 一 定 含 有 a 
的 后 继 者 , 则 S 就 含有 全 部 自然 数 . 

这 最 后 一 个 公理 就 是 数学 归纳 法 公理 . 

从 这 五 条 公理 出 发 ,可 以 导出 正 整数 的 所 有 熟知 的 性 质 . 

- 旦 我 们 有 了 正 整 数 供 我 们 使 用 和 构造 ,就 可 以 去 构 作 数 的 概念 的 推广 . 由 正 整数 的 
运算 ,我 们 可 以 创造 负 整 数 和 0, 这样 就 得 到 全 体 整 数 . 


2. 有 理 数 的 定义 

有 了 整数 ,就 可 以 通过 有 序 的 整数 对 来 引进 有 理 数 . 即 若 a 与 5 是 整数 ,日 5 隆 0, 则 有 
序 对 (a,b) 就 是 一 个 有 理 数 . 直观 地 说 ,Ce,0) 就 是 入 .适当 地 限制 这 种 数 对 的 加 法 和 乘法 
运算 的 定义 ,就 可 以 导出 有 理 数 的 通常 性 质 . 

3. 有 理 数 的 两 条 重要 性 质 


实数 理论 是 建立 在 有 理 数 的 基础 上 的 ,为 了 建立 实数 理论 ,我 们 应 当先 弄 清 有 理 数 的 
有 关 性 质 . 关于 有 理 数 有 两 条 性 质 是 重要 的 : 

(1) 稠密 性 ; 

(2) 不 完备 性 . 

全 体 有 理 数 集合 的 一 个 重要 性 质 就 是 有 理 数 集 在 数 轴 上 的 “稠密 性 ” 稠密 性 指 ,对 于 
任意 两 个 有 理 数 ri ,r; ,不 管 它们 相距 多 近 , 即 不 管 | 一 x | 多 么 小 ,它们 之 间 总 有 男 一 个 


有 理 数 773 。 例如 可 取 六 一 志 (m 十 疡 ) , 易 见 ,7 在 7] 和 ya 之 间 . 在 六 和 rs 之 间 »72 和 (a 这 
间 , 还 有 男 外 的 有 理 数 . 如 此 类 推 ,可 知 在 r, 和 rs 之 间 存 在 无 穷 多 个 有 理 数 ,这 就 是 有 理 
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数 的 稠密 性 . 

有 理 数 是 我 们 日 常生 活 和 科学 技术 中 用 于 测量 的 数 . 它 的 稠密 性 保证 了 我 们 的 测量 
可 以 达到 任意 高 的 精确 度 . 就 实用 而 言 , 有 理 数 是 完全 够 用 的 . 

但 是 ,有 理 数 系 仍然 存在 严重 的 缺陷 : 它 不 是 一 个 完备 的 数 系 . 首先 ,有 理 点 并 没有 
填 满 整个 数 轴 . 前 面 已 指出 ,V2 就 不 是 有 理 数 . 而 且 我 们 知道 ,有 理 点 间 的 空隙 非常 之 多 . 
从 几何 上 看 ,这 是 不 完美 的 . 如 果 不 把 它们 填补 起 来 ,就 连 平面 几何 中 "截取 交点 ?这 件 事 
都 会 遇 到 麻烦 . 从 代数 上 看 ,有 理 数 系 对 开 方 运算 不 封闭 ,有 理 数 的 开 方 可 能 不 再 是 有 理 
数 . 这 个 问题 不 解决 ,进一步 的 代数 运算 将 遇 到 麻烦 . 

其 次 , 当 我 们 从 变量 的 角度 考察 问题 时 ,就 会 发 现 , 有 理 数 系 在 极限 运算 下 不 封闭 . 即 
由 有 理 数组 成 的 序列 ,其 极限 可 能 不 再 是 有 理 数 . 有 理 数 的 这 种 不 完备 性 ,是 一 个 本 质 上 
的 缺陷 . 它 使 得 有 理 数 系 不 能 成 为 微 积分 学 的 立论 的 基础 . 


4. 实数 的 定义 


M. 克 莱 因 说 :“ 数 学 史上 最 令 人 惊奇 的 事实 之 一 ,是 实数 系 的 逻辑 基础 竟 迟 至 19 世 
纪 后 叶 才 建立 起 来 . ”从 有 理 数 到 实数 的 跨越 是 数 的 扩张 中 最 艰难 的 一 步 ,其 中 包含 了 许 
多 数学 中 的 核心 概念 : 

从 有 限 运 算 到 无 限 运算 ; 

从 有 限 表示 到 无 限 表示 ; 

从 离散 到 连续 . 

关于 实数 的 构造 ,已 有 三 种 不 同 的 方法 ,也 就 是 有 三 派 理 论 , 即 戴 德 金 的 “分 划 ”， 
康 托 - 海 涅 (H. E. Heine, 1821 一 1881) 的 “基本 序列 ”和 魏 尔 斯 特 拉 斯 (K. Weierstrass， 
1815 1897) 的 “有 界 单调 序列 " 这 三 种 构造 方法 有 一 个 共同 点 : 都 是 利用 有 理 数 的 某 些 
集合 来 定义 无 理 数 . 并 且 , 这 三 种 定义 在 逻辑 上 是 等 价 的 .一 旦 证 明了 它们 的 等 价 性 ,就 可 
以 从 任 一 定义 出 发 去 定义 实数 .我们 用 戴 德 金 的 “分 划 ” 定 义 实数 . 

戴 德 金 的 “分 划 ” 戴 德 金 的 方法 是 引进 实数 线 . 我 们 知道 ,直线 是 连续 的 ,也 就 是 直 


续 的 ,并 且 它 的 连续 与 直线 的 连续 方式 相同 . 要 证 明 在 实数 系 中 ,不 存在 间断 点 , 数 和 数 之 
间 没 有 间隙 ,就 需要 在 直线 上 的 点 与 实数 之 间 找 到 一 种 对 应 的 逻辑 方法 . 其 关键 是 ,设想 
一 条 标 有 有 理 数 的 直线 ,然后 对 全 体 有 理 数 按 如 下 方法 进行 分 割 . 

若 把 全 体 有 理 数 分 成 两 个 集合 A,A'. A 和 A' 均 为 非 空 集合 ,并 且 满 足下 面 的 条 件 ， 
那么 我 们 就 称 这 样 的 分 割 为 分 划 : 

(1) 任 一 有 理 数 必 在 , 且 仅 在 A 和 A' 二 集 之 一 中 出 现 ; 
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(2) 集 A 的 任意 数 a 必 在 集 A 中 任 一 数 a 的 左边 , 即 永 有 a<a“. 

集 A 称 为 分 划 的 下 组 , 集 A’ 称 为 分 划 的 上 组 . 分 划 记 为 A1A“. 

由 分 划 的 定义 推 得 ,在 下 组 的 数 a 左边 的 一 切 有 理 数 都 属于 下 组 ; 在 上 组 的 数 a 右 
边 的 一 切 有 理 数 都 属于 上 组 . 

例 1 一 切 满 足 不 等 式 <<1 的 有 理 数 a 定 为 集 A ;一切 满足 不 等 式 a 宇 1 的 有 理 数 
a 定 为 集 A‘. 

容易 验证 ,这 是 有 理 数 的 一 个 分 划 .1 属于 A', 并 且 是 A’ 中 的 最 小 数 . 另 一 方面 ,A 中 
没有 最 大 数 . 

例 2 一 切 满足 不 等 式 < 及 1 的 有 理 数 定 为 集 A ;一切 满足 不 等 式 a 之 1 的 有 理 数 
a 定 为 集 A“ 

容易 验证 ,这 是 有 理 数 的 一 个 分 划 . 1 属于 A, 并 且 是 A 中 的 最 大 数 . 男 一 方面 , A 中 
没有 最 小 数 . 

例 3 设 A 是 由 所 有 负 有 理 数 . 数 0 及 使 必 一 2 的 所 有 正 有 理 数 a 组 成 的 集合 ,A' 是 
使 a*:2 的 所 有 正 有 理 数 a 组 成 的 集合 . 

我 们 又 得 到 有 理 数 的 一 个 分 划 . 易 见 ,A 中 没有 最 大 数 , A’ 中 没有 最 小 数 . 

由 有 理 数 的 稠密 性 可 知 ,不 存在 A 中 有 最 大 数 ，A 中 有 最 小 数 的 分 划 . 这 样 一 来 ,如 
例 1,2,3 所 表明 的 ,分 划 只 有 三 种 类 型 : 

(1) 在 下 组 A 中 没有 最 大 数 ,而 在 上 组 A' 中 有 最 小 数 ~; 

(2) 在 下 组 A 中 有 最 大 数 ”, 而 在 上 组 A“ 中 没有 最 小 数 ; 

(3) 在 下 组 A 中 没有 最 大 数 ,在 上 组 A’ 中 也 没有 最 小 数 . 

在 前 两 种 情形 ,我们 说 ,分 划 由 有 理 数 7 生成. 例 1, 例 2 中 的 数 1 便 是 这 样 的 数 . 在 第 
三 种 情形 界 数 不 存 在 ,分 划 并 不 定义 任何 有 理 数 . 我 们 约定 , 任 一 情形 (3) 的 分 划 定 义 一 个 
无 理 数 a. 在 例 3 中 ,新 定义 的 数 就 是 V2. 

由 此 ,我 们 总 是 把 无 理 数 a 与 定义 它 的 分 划 A1A' 联 系 起 来 去 理解 它 . 

有 理 数 及 无 理 数 总 称 实数 . 这 样 ,我 们 就 完成 了 实数 的 定义 ,并 且 把 直线 上 的 点 与 实 
数 之 间 的 对 应 建立 了 起 来 . 

戴 德 金 的 思想 表达 了 实数 系 的 完备 性 . 在 与 不 完备 的 数 系 和 模糊 的 数 的 概念 斗争 了 
两 千 多 年 之 后 , 戴 德 金 为 实数 系 发 展 了 一 种 模式 ,消除 了 人 们 在 数 的 问题 上 受到 的 困扰 . 

由 于 戴 德 金 建立 了 直线 上 的 点 与 实数 之 间 的 一 一 对 应 ,我 们 就 可 以 放心 地 用 几何 的 
直觉 语言 来 描述 算术 的 问题 ;而 且 反 过 来 ,可 以 使 几何 问题 具有 算术 解析 的 全 部 力量 和 精 
确 性 ,就 可 以 把 几何 问题 归结 为 数 和 量 的 问题 . 由 此 可 见 , 戴 德 金 的 分 割 多 么 重要 ! 


87 


六。 令 合 


完 \ a 解 析 几 何 要 要 


数学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 .有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 ;有 了 变数 , 辩 
证 法 进入 了 数学 ;有 了 变数 ,微分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 的 了 …… 
思 格 斯 
(解析 几何 ) 远 远 超出 了 笠 卡 儿 的 任何 形而上学 的 推测 , 它 使 笛 卡 儿 的 名 字 
不 朽 , 它 是 人 类 在 精密 科学 的 进步 史上 所 曾 迈 出 的 最 伟大 的 一 步 . 
J. S. 穆 惑 


8 1 两 个 基本 概念 


1. 解析 几何 的 诞生 


在 戴 沙 格 (G. Desargues,，1591 一 1661) 和 帕斯卡 (B. Pascal，1623 一 1662) 开 辟 射 影 几 
何 学 这 个 新 领域 的 同时 ,第 卡 儿 和 费 马 (P. de Fermat，1601 一 1665) 就 在 构想 解析 几何 的 
概念 了 .但 是 ,这 两 项 研究 之 间 存 在 着 一 个 根本 的 区 别 : 前 者 是 几何 学 的 一 个 分 支 , 而 后 
者 是 几何 学 的 一 种 方法 . 

欧 氏 几何 是 一 种 度量 几何 ,关心 长 度 和 角度 . 它 的 方法 是 综合 的 ,没有 代数 的 介入 ,为 
解析 几何 的 发 展 留 下 了 余地 . 

解析 几何 的 创始 人 笛 卡 儿 和 费 马 都 敏锐 地 看 到 了 数量 方法 的 必要 性 ,而 且 注 意 到 代 
数 具 有 提供 这 种 方法 的 力量 .因此 ,他 们 就 用 代数 来 研究 几何 学 . 笛 卡 儿 说 : 

es 我 决心 放弃 那个 仅仅 是 抽象 的 几何 ,这 就 是 说 ,不 再 去 考虑 那些 仅仅 是 用 来 练 
习 思 想 的 问题 .我 这 样 做 ,是 为 了 研究 另 一 种 几何 , 即 目 的 在 于 解释 自然 现象 的 几何 .” 

笛 卡 儿 在 1637 年 出 版 的 《几何 学 》, 一 般 被 认为 是 解析 几何 的 开端 . 这 是 微 积分 诞生 
前 的 最 后 的 、 也 最 为 深远 的 一 步 . 要 讨论 微 积分 这 一 学 科 , 没 有 连续 变量 就 无 法 进行 . 恩 格 


$1 两 个 基本 概念 


斯 指出 : 
“数学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 .有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 ;有 了 变数 ,辩证 法 进 
入 了 数学 ;有 了 变数 ,微分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 的 了 .…… 


而 县 ,解析 几何 还 开辟 了 新 曲线 的 广阔 领域 ,并 促使 人 们 发 明 研 究 这 些 曲线 的 新 算 
法 . 希腊 几何 学 者 曾 因 缺少 曲线 而 感到 困难 . 现在 ,只 要 写 出 一 个 新 方程 就 会 有 一 条 新 曲 
线 . 这 样 解析 几何 就 为 微 积 分 提供 了 广阔 的 用 武之 地 . 


2. 两 个 基本 概念 


笛 卡 儿 的 理论 以 两 个 概念 为 基础 : 坐标 的 概念 和 利用 坐标 方法 把 两 个 未 知 数 的 任意 
代数 方程 看 成 平面 上 的 一 条 曲线 的 概念 . 


1) 坐标 的 概念 y 

在 引进 坐标 系 之 后 ,平面 上 的 点 PP 可 以 与 一 对 有 序 实数 
(a,D) 建 立 一 一 对 应 : 

Pe> (a.b). 

Ca,b) 称 为 该 点 的 坐标 (图 6-1). 一 一 

这 就 实现 了 平面 的 算术 化 . 于 是 , 数 的 计算 可 以 用 几何 
的 方式 来 解释 ,几何 问题 可 以 重新 表述 为 代数 问题 . 这 是 数 
学 史上 的 一 次 质 的 飞跃 . 

2) 曲线 与 方程 

解析 几何 的 男 一 个 基本 概念 是 ,把 两 个 未 知 数 的 任意 代数 方程 看 成 平面 上 的 一 条 曲 
线 的 概念 . 坐标 概念 的 实质 是 ,在 平面 上 的 点 与 有 序 实数 对 (a,6b) 之 间 建 立 对 应 关系 ,从 而 
使 平面 上 的 曲线 和 两 个 变量 的 方程 之 间 的 对 应 成 为 可 能 . 这 样 ,对 平面 上 的 每 一 条 曲线 存 
在 一 个 确定 的 方程 /(x,y) 二 0, 并 且 每 一 个 这 样 的 方程 存在 平面 上 的 一 条 曲线 或 一 组 点 
与 之 对 应 . 进而 ,在 方程 f(x,y) 二 0 的 代数 和 解析 性 质 与 相 联系 的 曲线 的 几何 性 质 之 间 
也 建立 了 联系 .不 仅 如 此 ,应 用 这 种 方法 还 可 以 由 一 个 已 知 的 代数 的 或 解析 的 结果 发 现 一 
个 新 的 意外 的 几何 结果 . 因此 ,解析 几何 是 一 种 卓有成效 的 方法 ,不 仅 可 以 用 来 解决 几何 
问题 ,还 可 以 用 来 发 现 新 的 结果 . 

两 个 基本 概念 的 结合 产生 了 一 个 全 新 的 学 科 一 一 解析 几何 . 

定义 ”解析 几何 是 这 样 一 个 数学 学 科 , 它 在 采用 坐标 法 的 同时 ,运用 代数 方法 来 研究 
几何 对 象 . 
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S《2 圆锥 曲线 


1. 希腊 数学 的 顶峰 


希腊 人 关于 圆锥 曲线 的 研究 总 结 


在 《圆锥 曲线 ) 一 书 中 . 此 书 可 以 说 是 希腊 演绎 几何 


学 的 顶峰 之 作 , 它 的 作者 是 阿波 罗 尼 .阿波 罗 尼 用 纯 几 何 的 手段 得 到 了 今日 解析 几何 的 主 
要 结论 . 在 阿波 罗 尼 之 前 ,已 经 用 三 种 不 同 圆锥 面 导 出 了 圆锥 曲线 . 阿波 罗 尼 则 是 第 一 次 
从 一 个 对 项 锥 面 的 截面 得 到 所 有 的 圆锥 曲线 (图 2-5). 他 也 是 第 一 个 发 现 双 曲线 有 两 个 分 
支 的 人 . 椭圆 、 双 曲线 .抛物 线 的 命名 是 他 的 功绩 . 


2. 椭圆 、 双 曲线 .抛物 线 


1) 椭圆 的 定义 和 它 的 标准 方程 


设 在 平面 上 给 定 了 两 个 点 互生 ,它们 之 间 的 距离 是 2c〈c 之 0). 我 们 来 求 到 点 五 和 下 


M (x. ») 


< 


图 6-2 


的 距离 之 和 是 一 个 常数 2a (a 请) 的 点 M 的 轨迹 .点 M 
的 轨迹 叫做 椭圆 ,点 FF 和 Fs 叫做 椭圆 的 焦点 (图 6-2). 
为 了 求 出 椭圆 的 方程 ,我 们 这 样 选取 直 角 坐 标 
系 , 使 得 点 FI 和 F; 都 在 工 轴 上 ,而 原点 O 正 好 是 
它们 的 中 点 . 于 是 ,点 Fi 和 的 坐标 分 别 是 (c,0) 
和 (一 c,0). 设 椭圆 上 任意 点 M 的 坐标 是 (x,y). 依 
椭圆 的 定义 ,我 们 有 
V(x—c) +(y—0): +V(zte) 十 (y 一 0) =2a. 
为 了 简化 这 一 方程 ,把 第 一 个 方 根 移 到 右边 ,然后 两 
边 平方 ,得 


(z+e)’Ty =4a—4aV (zx—c) Ty 二 (zx—ce) Ty. 
由 此 ,再 把 方 根 移 到 左边 ,其 他 各 项 移 到 右边 ,化 简 得 
aV (x—c):+y =a’—cezx. 


再 两 边 平方 ,接着 化 简 ,得 


(a = ay = 


令 一 性 二 ,两 边 除 以 a*:65 ,得 到 


这 就 是 椭圆 的 标准 方程 . 


2 2 


五 十 浪 =]1. | (6.1) 


a 0 
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当 a 二 5 二 R 时 ,方程 (6. 1) 就 化 为 
zx: 二 y=R’. 
这 是 半径 为 RR, 中 心 在 原点 的 圆 的 方程 . 
2) 双 曲 线 的 定义 和 它 的 标准 方程 
设 在 平面 上 给 定 了 两 个 点 Fl 和 Fi; ,它们 之 间 的 距离 是 2c(c 放 0). 到 点 FE 和 下 ; 的 
距离 之 差 是 一 个 常数 2a (0 二 a 三 0) 的 点 M 的 轨迹 叫做 双 曲 线 , 点 Fl 和 FF; 叫做 双 曲 线 的 
焦点 (图 6-3). 


Fo(-c. 0) 


图 6-3 


我 们 这 样 选取 直角 坐标 系 , 取 通过 点 已 和, 的 直线 作为 x 轴 , 线 段 FF 的 中 点 O 
作为 坐标 原点 .于 是 ,点 FI 和 已 的 坐标 分 别 是 (c,0) 和 (一 c,0) ,而 | 互 屯 | 三 2c. 设 MCzyy) 
是 曲线 上 的 任意 点 , 则 

|MF, = VCz 一 c)5 干 交 ， 
IMF;,|= V(xzite) iy. 
按 双 曲线 的 定义 ,|MF| 一 |MF; | 三 十 2a, 即 
V(x—c) Ty V(rtc) y=+2a 
或 


V(z—c) Ty = V(rte) ty B 土 2a. 
两 边 平方 ,并 化 简 ,得 到 
cz 十 @ 一 士 wUW(Cz 十 c)2 十 交 . 
再 平方 ,并 化 简 , 得 到 
(a 一 cz )z2 tay =a’ (a —c’). 
因为 c 之 a; 所 以 必 一 a? 是 正 数 .用 表示 这 一 正 数 : 
b=c—a’, 


则 上 面 的 方程 变 为 


| 
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br —ay =a b’. 


两 边 除 以 心包 ,就 得 到 双 曲 线 方 程 


这 一 方程 称 为 双 曲 线 的 标准 方程 . 
3) 抛物 线 的 定义 和 它 的 标准 方程 


(6.2) 


与 一 定点 和 一 定 直 线 等 距离 的 点 的 轨迹 称 为 抛物 线 , 其 中 定点 称 为 抛物 线 的 焦点 , 定 


直线 称 为 抛物 线 的 准 线 ( 假 定 定点 不 在 定 直 线 上 ). 


为 了 求 出 抛物 线 的 标准 方程 ,我 们 这 样 选取 坐标 系 : 如 图 6-4 所 示 , 设 焦点 为 ,把 通 
过 点 下 且 牌 直 于 准 线 的 直线 取 为 x 轴 , 从 准 线 到 焦点 的 方向 取 为 x 轴 的 正 向 ; 设 x 轴 与 


Dp(-#.0) 


( 一双,y). 由 距离 公式 ,有 


IQMI 一 z 十 二 . 
按 抛物 线 的 定义 ,有 

_py i 
(x  ) 二 

两 边 平方 ,得 
BY py 
(x 二 人 3 

再 展开 ,化 简 得 


这 就 是 抛物 线 的 标准 方程 . 
3. 二 次 曲线 的 光学 性 质 
1) 抛物 线 


准 线 的 交点 为 卫 , 取 DF 的 中 点 O 为 坐标 原点 . 焦点 到 准 
线 间 的 距离 用 p 来 表示 . 于 是 ,焦点 下 的 坐标 是 (全 ,0)， 
准 线 的 方程 为 zx 一 一 去. 设 M(z,y) 是 抛物 线 上 的 任意 一 
点 . 从 点 M 向 准 线 作 垂 线 , 设 垂 足 为 Q. 易 见 ,Q 的 坐标 是 


《6.3) 


从 焦点 下 出 发 的 光线 经 抛物 线 的 反射 将 沿 平行 于 x 轴 方 向 射出 去 . 为 了 证 明 这 一 
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点 ,看 图 6-5, 设 MC 是 过 抛物 线 上 点 M(xo ,yo) 的 切线 ,并 设 直线 ME 平行 于 x 轴 . 根据 
光线 的 反射 原理 : 入 射 角 二 反射 角 , 若 能 证 明 p 一 少 则 ME 就 是 反射 线 . 
昔 助 对 (6. 3) 式 微分 ,我 们 得 到 


2 i 
2ydy 2pdzx > 3 : 


因而 过 点 M(zo von ) 的 切线 的 斜率 是 七， 即 tang 一 之， 另 
一 方面 ,从 图 可 得 出 


tany 一 2 
卫 本 有 
人 图 6-5 
2» 上 
2tanpg yo _ 2pyo 
tan2g = 1—tan’g a 
A 
而 由 (6.3) 式 ,y? 二 2pxo ,从 而 
2pyo 2pyo := Vo 


tan29 一 Bp 2pro—p 
即 xy 一 2p. 又 y=pg+y; 所 以 y= 9. 

应 该 指出 ,阿波 罗 尼 已 经 知道 了 抛物 线 的 光学 性 质 . 

抛物 线 的 光学 性 质 被 用 来 制作 探照灯 (图 6-6). 在 探照灯 中 , 强 有 力 的 光源 放 在 抛物 
镜面 的 焦点 处 ,光线 经 镜面 的 反射 ,成 为 平行 于 镜 轴 的 光线 而 发 射出 去 

2) 椭圆 

借助 微 积 分 不 难 证 明 , 从 椭圆 的 一 个 焦点 FF 出 发 的 光线 经 过 椭圆 的 反射 就 集中 于 椭 
圆 的 另 一 个 焦点 F; (图 6-7). 激光 发 生 器 的 聚 光 器 就 是 利用 椭圆 的 这 种 性 质 制 成 的 , 它 的 
反射 镜 是 旋转 椭 球 面 或 椭圆 柱 面 . 激光 发 生 器 的 光源 在 点 Fi 处 ,工作 物质 如 红宝石 在 点 

处 . 这 样 从 点 已 发 出 的 光 就 集中 在 点 FF; ,从 而 激发 出 能 量 极 高 的 激光 . 为 了 提高 激光 

的 能 量 , 常 常 采 用 由 四 个 椭圆 反射 镜 联合 组 成 的 镜面 (图 6-8). 

3) 双 曲 线 

从 双 有 曲线 的 一 个 焦点 户 发 出 的 光线 ,经 过 它 的 反射 后 ,成 为 好 像 从 它 的 另 一 个 焦点 
F 发 出 的 光线 (图 6-9). 
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光 灯 


区 


反射 镜 


红宝石 棒 
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4. 观测 宇宙 


二 次 曲线 光学 性 质 的 一 个 重要 应 用 是 制造 望远镜 . 正 是 望远镜 的 诞生 改变 了 人 们 对 
宇宙 的 认识 . 对 此 做 出 第 一 个 重大 贡献 的 科学 家 是 伽利略 . 1609 年 ,伽利略 听 到 和 荷兰 人 发 
明了 望远镜 ,他 立刻 着 手 制造 了 一 台 望 远 镜 ,并 逐步 改进 ,使 之 达到 33 倍 的 放大 倍数 . 他 
将 望远镜 对 准 月 亮 ,观察 到 在 月 球 上 有 巨大 的 山脉 和 山谷 ,打破 了 月 球 表 面 是 平滑 的 这 一 
传统 的 观念 .通过 观察 太阳 ,他 发 现 了 太阳 的 黑子 . 他 还 发 现 森 星 有 四 个 卫星 . 伽利略 第 一 
次 使 人 类 眼界 超越 了 地 球 ,并 彻底 动摇 了 从 古 希 腊 到 文艺 复兴 时 期 人 们 对 天 体 的 信仰 . 在 
人 牛顿 将 他 的 天 才 转 向 改进 望远镜 . 牛顿 不 但 是 伟大 的 
理论 家 ,也 是 一 位 能 工 巧 匠 . 伽利略 的 望远镜 是 折射 望远镜 ,其 缺点 有 两 个 : 一 个 是 对 镜 
片 的 质量 要 求 很 高 , 男 一 个 是 有 色差 . 牛顿 的 方 法 是 用 反射 镜片 代 蔡 折 射 镜片 ,而 造 出 了 
反射 望远镜 (1668 年 ). 牛顿 知道 聚 光 镜 的 最 好 形状 是 抛物 镜面 ,但 是 打磨 抛物 镜面 是 非 
常 困难 的 ,他 采取 了 一 种 折 中 方案 ,用 球面 蔡 代 抛物 面 . 1672 年 ,他 在 英国 皇家 协会 展示 

并 介绍 了 这 一 设计 原理 . 牛顿 的 望远镜 如 图 6-10 所 示 . 


平面 镜 


(a) 牛顿 反射 望远镜 的 设计 (1668 年 ， 放 大 40 倍 ) (b) 牛顿 反射 望远镜 的 复制 器 
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8 3 化 二 次 方程 为 标准 形 


上 一 节 我 们 对 古 希 腊 人 发 现 的 圆锥 曲线 做 了 代数 上 的 分 析 , 给 出 了 椭圆 、 双 曲线 和 抛 
物 线 的 标准 方程 .但 是 ,数学 家 的 认识 不 会 停留 在 一 个 水 平 上 ,他 们 总 是 沿 着 从 个 别 到 一 


般 、 从 具体 到 抽象 的 道路 前 进 . 下 面 我 们 进入 一 般 二 次 方程 的 讨论 ， 
1. 九 种 标准 形 


含有 两 个 变量 z,y 的 二 次 方程 的 一 般 形 式 是 
Ax’: 十 2Bzxy 二 Cy 十 2Dzx 二 2Ey 十 F=0. 
选择 适当 的 坐标 系 ,可 将 上 面 的 方程 化 为 下 面 的 标准 形 之 一 : 


1) C 台 及 1 


22 2 

(2) 筷 十 蕊 一 一 1; 
a 六 

(3) 于 十 涩 =0; 
,yd 
区- 区- 

CY ry 
rr 人 

(D0 

a pr 


(6) y=2px; 
6 二 
(8) 二 十 到 一 0; 
(9) xz 一 0. 

这 里 a,5,p 都 不 等 于 0. 


人 _“) 本 加 


“， 虚 椭 贺 


。 点 


>) 双 曲 线 
全 < 一 对 相交 直线 


抛物 线 

| | 一 对 平行 线 

; ; 一 对 虚 的 平行 线 
| 一 对 重合 的 直线 


含有 两 个 变量 x,y 的 二 次 方程 化 为 标准 形 的 历史 可 以 追溯 到 17 世纪 . 维特 (Jan de 


Witt, 1625 


1672) 在 他 的 《曲线 初步 )(1659) 一 书 中 曾 把 某 些 二 次 方程 化 为 标准 形 . 其 


后 , 司 特 林 (J. Stirling，1692 一 1770) 在 4 牛顿 的 三 次 曲线 》 一 书 中 把 含有 两 个 变量 x,y 的 
二 次 方程 化 为 几 种 标准 形 . 到 18 世纪 ,在 欧 拉 的 《分 析 引 论 》 中 出 现 了 解析 几何 发 展 的 重 
要 一 步 . 欧 拉 对 二 次 曲线 做 了 详细 人 研 究 , 给 出 了 非常 接近 于 今天 解析 几何 教科 书 中 的 
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在 几何 学 中 引入 变换 的 概念 ,是 几何 学 发 展 的 一 个 重要 步骤 . 这 就 使 得 某 些 几何 学 的 
基本 问题 得 到 更 加 明确 和 本 质 的 六 述 . 

为 了 得 到 二 次 曲线 的 标准 形 ,需要 引进 坐标 变换 的 概念 . 它 指 的 是 : 平面 上 有 两 个 不 
同 的 坐标 系 Orzy 和 Or ,平面 上 任意 一 点 M, 它 在 两 个 坐标 系 的 坐标 分 别 是 (zyy) 和 
(zy) ,那么 (zyy) 与 (zyy) 的 关系 如 何 ? 或 者 说 ,如 何 用 ,yi 表示 xX,y? 反 过 来 ,如 
何 用 z,y 表示 x1,y1? 这 里 考虑 两 种 变换 : 

(1) 坐标 轴 的 平移 : 坐标 轴 的 方向 不 变 , 原 点 从 O 移 到 O. 若 O 在 旧 坐 标 系 的 坐标 
是 (oa,0) , 则 点 M 在 新 . 旧 坐 标 系 的 关系 是 (图 6-11) 


二 Xi 十 a， 


(6.4) 
y= 二 yi 十 6. 
y 
O x 
6-11 6-12 
(2) 坐标 轴 的 旋转 : 原点 O 不 动 , 坐 标 轴 旋 转 某 一 角度 g (图 6-12). 对 于 点 M, 在 旧 


坐标 系 里 有 坐标 zx= 王 OP,y 王 PM ,而 在 新 坐标 系 中 有 x 二 OP ,yi 二 Pi1M. 
折线 OPM,OPM 有 共同 的 起 点 和 终点 .我 们 将 这 两 条 折线 投影 到 旧 坐 标 轴 上 . 投影 
到 工 轴 上 ,有 
影 ,.OPM= 王 投影 ,OPM， 
而 
投影 ,OPM 一 x， 
影 ,.OP,M 二 投影 ,OP 十 投影 ,PM 
二 Zicosop 十 yicos(90 + y) 


二 Zicosp 一 yiSinp， 
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即 
X=Xicosp— yising. 
类 似 地 , 投影 到 y 轴 上 ,有 
y 一 Zisinp 十 yicosp， 
这 样 一 来 ,我们 得 到 
工 二 ZicCOSO 一 yiSinp， 
y 一 Zisinp 十 yicosp. 《6. 5) 
这 就 是 旋转 直角 坐标 系 的 坐标 变换 公式 . 


3. 化 二 次 方程 为 标准 形 


我 们 来 证 明 , 经 过 坐标 轴 的 平移 和 旋转 可 以 将 一 个 给 定 的 二 次 方程 化 为 上 述 九 种 形 
5 
设 给 定 的 二 次 方程 具有 形式 
Azr’: 十 2Bzxy 十 Cy: 十 2Dzx 二 2Ey 十 F=0. (6.6) 
若 B 关 0, 我 们 来 证 明 , 让 坐标 轴 旋 转 一 个 适当 的 角度 p, 就 可 消去 含 xy 的 项 . 
把 变换 (6. 5) 代 入 方程 (6. 6) ,得 到 
A’‘zi+2B’ziyitCyi 二 2D'z 二 2E'yi 二 F 一 0， 
其 中 
2B'=—2Asingcosg+2B(cos’g— sin’g)+2Csingcosg 
二 2Bcos2p 一 (A 一 C)sin2p. 
令 B 二 0, 我 们 得 到 
2Bcos2p 一 (A 一 C)sin2p， 于 是 cot2 = 人 


因为 余 切 的 变化 范围 是 一 ce 到 十 ce ,所 以 总 能 取 到 这 样 的 ,从 而 经 过 转轴 总 可 以 消去 含 


ZXy 的 项 . 
下 面 我 们 来 研究 形 如 
Ny (6.7) 
的 方程 . 


借助 平移 (6. 4) ,方程 (6.7) 可 化 为 
A(Czi 十 a)2 十 CC 十 0)2 十 2D(Czi 十 a) 十 2 瑟 Cy 十 0) 十 下 一 0. 
脱 去 括号 ,合并 同类 项 ,我 们 得 到 
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Az 十 Cyi 十 2(Aa 十 D)z 十 2(C8 TE)yi+F=0, (6. 8) 

其 中 F, 是 合并 后 所 有 常数 项 的 和 . 我 们 来 证 明 , 这 个 方程 可 化 为 九 种 标准 方程 中 的 一 种 

我 们 分 三 种 情形 来 讨论 : 

情形 1: A,C 都 不 为 0. 取 4 一作 ,0 一 一 去 ,就 可 消去 方程 (6. 8) 中 的 一 次 项 ,而 得 到 
下 述 形状 的 方程 : 

Azxi 二 Cyi 十 Fl 二 0. 
车 一 0, 则 方程 可 化 为 标准 形 (3) 或 (5)， 
车 已 天 0, 则 方程 可 化 为 标准 形 (1),(2) 或 (4). 


情形 2: A 关 0,C=0, 但 E 关 0. 这 时 取 a 一 名 


F 
Az?i+2Ey +Fi=0 一 > Ax 二 2E(y 十 法 )= 


再 沿 y 轴 作 平移 ,就 可 将 此 方程 化 为 标准 形 (6). 
如 果 A 二 0,C 取 0,D 隆 0, 只 要 交换 x 和 yy 的 位 置 ,就 得 到 上 述 情况 . 


情形 3: A 关 0,C 二 0;,EE=0. 仍然 取 a 一 一 元 ,0 一 0, 得 到 方程 


Azi 十 Fl 二 0. (6. 9) 
此 方程 可 化 为 标准 形 (7),(8),(9) 中 的 一 
如 果 A=0,C 天 0,D=0, 我 们 可 以 交换 z 和 >y 的 位 置 ,仍然 得 到 方程 (6. 9). 
这 就 证 明了 每 一 个 二 次 方程 都 可 以 化 为 九 种 标准 形 中 的 一 种 . 这 一 定理 是 欧 拉 首 先 
得 到 的 . 
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解析 几何 的 下 一 个 重大 进展 是 向 量 代数 的 诞生 . 像 笛 卡 儿 把 点 算术 化 一 样 ，1788 年 
拉 格 朗 日 在 他 的 《解析 力学 一 书 中 把 力 、 速 度 和 加 速度 算术 化 了 ,这 就 是 向 量 的 诞生 . 向 
量 在 物理 力学 和 技术 中 是 一 个 极为 重要 的 工具 . 


1. 向 量 


某 些 物 理 量 的 确定 ,除了 知道 它们 的 数值 外 ,还 必须 指出 它们 的 方向 . 例如 ,只 说 力 的 
大 小 是 5N 是 不 充分 的 ,还 必须 指出 力 的 作用 方向 . 对 于 速度 和 加 速度 也 是 同样 情形 . 
向 量 ”除了 数值 ,还 有 方向 的 量 称 为 向 量 . 
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在 几何 上 ,我 们 用 有 箭头 的 线段 表示 向 量 ( 图 6-13) ,其 中 箭头 表示 
向 量 的 方向 ,线段 的 长 度 表 示 向 量 的 数值 , 称 为 向 量 的 模 . 向 量 a 的 模 记 
为 |al. 
零 向 量 ”长 度 为 零 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 为 0. 
图 6-13 向 量 相 等 ” 若 两 个 向 量 有 相等 的 模 、 平 行 而 且 同 向 , 则 称 两 个 向 量 
相等 . 
向 量 理论 的 代数 部 分 称 为 向 量 代数 , 它 是 解析 几何 的 重要 组 成 部 分 . 


2. 向 量 的 加 减法 与 数 乘 


首先 ,向 量 可 以 相 加 . 设 给 定 了 疝 量 a,b.c,w…,p. 从 一 点 引出 向 量 a, 然 后 从 向 量 a 的 
终点 引出 向 量 b, 再 从 向 量 b 的 终点 引出 向 量 c ,等 等 ,我 们 得 到 了 一 个 向 量 折线 abc…p 
(图 6-14). 向量 m, 其 起 点 与 这 一 折线 的 第 一 个 向 量 a 的 起 点 重合 ,其 终点 与 这 一 折线 的 
最 后 一 个 问 量 p 的 终点 重合 ,这 个 向量 就 叫做 这 些 向 量 的 和 : 

m 一 a 十 b 十 c 十 … 十 p. 

两 个 向 量 和 的 几何 意义 是 ,由 这 两 个 向 量 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 (图 6-15) ,并 称 

之 为 平行 四 边 形 法 则 . 


图 6-14 6-15 


与 向 量 a 的 长 度 相 等 而 方向 相反 的 向 量 叫 做 a 的 反 向 量 , 记 做 一 a. 

向 量 的 减法 这 样 定 义 : a 一 b 二 a 十 (一 b). 

向 量 与 数量 的 乘积 普通 的 实数 在 向 量 计算 里 叫做 数量 . 设 给 了 一 个 向 量 a 和 一 个 
数量 4 ,向 量 a 与 数量 ) 的 乘积 记 为 ha, 它 是 指 这 样 一 个 向 量 , 其 长 度 是 |a| |X| ,而 方向 当 
) 二 0 时 与 a 相同 , 当 4 过 0 时 与 a 相反 . 


3. 向 量 的 坐标 表示 


现在 我 们 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 Oxyz 中 讨论 向 量 . 设 el ,es,e; 是 坐标 向 量 , 即 它们 都 
有 单位 长 度 , 而 且 方 向 分 别 与 轴 Ozr,Oy,Oz 的 正方 向 相同 . 考虑 一 个 向 量 a, 我 们 把 它 的 
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起 点 放 在 原点 0, 设 它 的 终点 是 MCz,y'z) (图 
6-16). 由 向 量 的 加 法 法 则 ,有 

OM=O0A+AP+PM, 
但 

OA=ze, AP=ye,, PM=xze;, 

所 以 

OM= xei + yes wos 
zyyz 叫 做 向 量 a 的 坐标 .a 也 可 记 为 a 二 {7,y,z). 

有 了 向 量 a 的 坐标 ,向 量 的 计算 就 可 化 为 坐标 的 计算 了 . 


4. 数量 积 和 它 的 性 质 


两 个 向 量 a,b 的 模 与 它们 夹 角 wp 的 余弦 的 乘积 |a| |2| cosp 称 为 它们 的 数量 积 或 内 

积 , 记 为 
a* b=|al|b|cosy. 

数量 积 的 几何 意义 ”a， b 就 是 向 量 b 的 长 度 乘 以 向 量 a 在 向 量 b 上 的 投影 数值 . 

数量 积 的 力学 意义 ”我 们 知道 , 功 U 等 于 力 下 ,位 移 $S 和 下 ,S 之 间 的 夹 角 余 弦 的 乘 
积 . 因此 , 功 U 等 于 力 向 量 F 与 位 移 向 量 S 的 数量 积 : 

U=F. S$S=|F||S|cosy. 

数量 积 的 性 质 ”根据 定义 ,很 容易 证 明 下 面 的 性 质 : 

(1) 设 和 是 一 个 实数 ,那么 Ma) * b 二 和 (a * b); 

(2) a* b=b* a; 

(3) a* (bice)=a* bia*ce. 

从 数量 积 的 定义 立刻 可 得 到 性 质 (1),(2) ,而 性 质 (3) 要 利用 投影 的 性 质 , 即 和 的 投影 
等 于 投影 的 和 . 

给 定 了 向 量 的 坐标 ,两 个 向 量 的 数量 积 就 可 用 坐标 来 表示 . 设 向 量 

Q 一 Qiel 十 azez 十 asezi， pb 一 Diel 十 be 十 03es. 
注意 到 
le|=|e|=|e|=1, cos0"=]1, cos90°=0, ee 一 0 (i#¥)), ee 一 1 (i=)), 
我 们 就 得 到 
a * b=aibi ab;tasb;. 

向量 代数 诞生 于 19 世纪 中 叶 , 比 解析 几何 的 诞生 晚 了 近 二 百年 ,但 它 很 快 就 成 了 解 

析 几 何 的 基本 工具 . 
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5 应 用 与 意义 


1. 解析 几何 解决 的 主要 问题 


解析 几何 解决 了 哪些 主要 问题 呢 ? 
(1) 通过 计算 来 解决 作 图 问题 . 例如 ,分 线段 成 已 知 比例 . 
(2) 求 具 有 某 种 几何 性 质 的 曲线 的 方程 . 
早期 的 几何 学 家 主要 关心 的 问题 之 一 是 圆锥 曲线 . 当 找 到 这 些 曲线 的 方程 后 ,我 们 就 
会 看 到 ,所 有 这 些 方程 最 高 只 含 zx 和 yy 的 平方 ,而 没有 更 高 次 寡 . 这 是 一 个 新 的 事实 , 它 使 
我 们 对 曲线 的 本 性 有 了 更 深 的 理解 . 这 又 引出 了 新 的 问题 : 含 x 和 y 的 更 高 次 宕 的 曲线 
的 几何 形状 又 如 何 呢 ? 我 们 又 被 引导 到 整整 一 类 新 的 图 形 . 单 靠 几何 直观 是 不 会 把 我 们 
引导 到 这 里 的 . 
(3) 用 代数 方法 证 明 新 的 几何 定理 ,或 者 给 出 老 定理 的 新 证 明 . 大 多 数 的 新 证 明 既 简 
洁 , 又 包含 新 的 洞察 . 
例 1 余弦 定理 的 证 明 . 
证 明 如 图 6-17 所 示 , 在 AABC 中 , 设 CB=a,CA=b,A=6， 
并 设 |a|=a,|b|==b,|c|==c, 了 了 BCA 二 0, 要 证 : 
cz 一 2 十 02 一 2apcos0. 
5 机 易 见 c 二 a 一 b, 从 而 
cz =ec* c=(a—b)* (a—b) 
=a*a+b*:b—2a*:b 
C ; B 二 a 十 b: 一 2abcos0， 
图 6-17 即 
cz 一 az 十 02 一 2xp0cos0b. 
当 9 二 90°" 时 ,就 得 到 著名 的 商 高 定理 . 
例 2 证 明 : 三 角形 的 三 个 高 交 于 一 点 . 
证 明 任 取 三 角形 人 ABC. 
首先 ,选取 坐标 系 : 如 图 6-18 所 示 , 取 底 边 BC 为 x 轴 , 底 边 BC 上 的 高 AD 为 y 轴 . 
设 A,B,C 的 坐标 分 别 为 A(0,a),B(p,0) ,CCc,0). 
其 次 ,确定 三 个 高 的 方程 : 设 三 个 高 分 别 为 AD,BE ,CF. 
易 见 ,AD 所 在 的 直线 的 方程 为 工 二 0. 
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求 CF 所 在 的 直线 的 方程 稍微 麻烦 一 点 .点 C 的 
坐标 是 (c,0),CF | AB, 而 AB 的 斜率 是 一 六 ,所 以 


CF 的 斜率 是 过 ,从 而 CF 所 在 的 直线 的 方程 为 
bx—ay—bc=0. 

类 似 地 ,可 求 出 BE 所 在 的 直线 的 方程 为 

ex—ay— b=0. 

这 样 一 来 ,三 个 方程 的 公共 解 是 (0, 一 竺 ). 这 是 
三 个 高 的 公共 点 . 

(4) 用 几何 方法 解 代数 方程 . 图 6-18 

例 3 解 三 次 和 四 次 代数 方程 的 笛 卡 儿 方 法 . 

用 配方 法 解 二 次 代数 方程 早 在 古代 巴比伦 就 已 经 知道 了 , 解 三 次 和 四 次 代数 方程 要 
困难 得 多 . 直到 16 世纪 初 ,意大利 数学 家 才 解 出 了 三 次 和 四 次 代数 方程 . 解法 的 步骤 是 ， 
将 一 般 方程 化 为 缺 项 的 方程 ,然后 解 缺 项 的 代数 方程 . 解法 是 复杂 的 . 这 里 ,我们 不 研究 三 
次 和 四 次 代数 方程 的 代数 解法 ( 见 《 数 学 的 源 与 流 ) 第 十 章 ) ,而 介绍 笛 卡 儿 的 几何 方法 . 

会 解 四 次 代数 方程 ,三 次 代数 方程 自然 不 在 话 下 ,因为 三 次 代数 方程 乘 以 z 就 是 四 次 
代数 方程 ,只 是 多 了 一 个 0 根 . 所 以 我 们 集中 力量 解 四 次 代数 方程 . 

首先 指出 ,任何 一 个 四 次 代数 方程 都 可 化 为 下 述 形式 : 

十 pzx’ 十 qx 十 r 二 0. (6. 10) 
事实 上 ,四 次 代数 方程 的 一 般 形式 是 
zt 十 az 十 az 十 az 十 一 0 


作 一 个 简单 变换 ,就 可 以 消去 wz. 令 z 一 xz 十 中 ,代入 上 式 前 两 项 中 ,得 


两 项 之 和 消去 了 alix” 这 一 项 .因此 只 需 研 究 方程 (6. 10). 
其 次 ,为 了 利用 笛 卡 儿 的 几何 方法 ,我 们 还 需要 考察 圆 的 方程 具有 何 种 特点 . 以 (a,6b) 
为 中 心 , 以 为 半径 的 圆 具 有 方程 
(xz—a)’+(y—b)’=R’. 
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展开 此 方程 ,得 到 


站 十 说 一 225 一 207 十 玫 十 素 一 及 一 0 
其 特点 是 ,平方 项 的 系数 相等 . 
有 了 这 些 准 备 ,现在 我 们 可 以 借助 几何 方法 来 求 方程 (6. 10) 的 根 了 . 令 y= 二 zx,， 则 方 
程 (6. 10) 变 为 
十 pw TT gz 二 r=0 <> zx: 二 yy 十 (p 一 1)r: 二 gz 二 Tr 二 0. 
于 是 ,我 们 得 到 联 立方 程 
wR 二 (ply 人 grr=0; 
y 一 工 . 
在 几何 上 这 是 求 圆 与 抛物 线 的 交点 . 画 出 图 形 , 求 出 交点 ,就 得 到 四 次 方程 的 解 . 
变换 一 求解 一 还 原 法 ”数学 家 常常 采用 变换 一 求解 一 还 原 的 方法 去 求解 数学 问题 . 
解析 几何 是 利用 这 种 方法 的 典型 . 解析 几何 与 其 说 是 一 种 新 的 几何 分 支 , 不 如 说 是 一 种 新 
的 几何 方法 . 它 首先 把 一 个 几何 问题 变换 为 一 个 相应 的 代数 问题 ,然后 求解 这 个 代数 问 
题 ,最 后 把 代数 解 还 原 为 几何 解 ; 或 者 先 把 一 个 代数 问题 变换 为 一 个 相应 的 几何 问题 , 然 
后 求解 这 个 几何 问题 ,最 后 把 几何 解 还 原 为 代数 解 : 
几何 一 代数 一 几何 ( 例 2); 
代数 一 几何 一 代数 ( 例 3). 
解析 几何 的 优点 在 于 : 
(1) 解 题 过 程 规范 ,每 一 步 都 知道 怎么 做 ,因而 可 以 程序 化 ; 
(2) 证 明 方 法 容易 推广 到 高 维 . 
那么 ,这 种 方法 是 不 是 会 使 人 变 成 懒汉 ,而 不 需要 技巧 和 天 才 呢 ? 不 是 . 代数 演算 可 
能 会 太 复杂 而 难于 实现 .解析 几何 的 不 足 之 处 正在 于 我 们 知道 该 怎么 做 ,但 是 缺少 办 法 . 
这 就 需要 解 题 者 的 智慧 了 . 
代数 的 基本 功 是 计算 ,几何 的 基本 功 是 推理 . 现代 数学 中 的 计算 就 是 以 运算 律 为 依据 
的 推理 . 解析 几何 的 精华 之 一 就 是 以 计算 代替 推理 . 


2. 解析 几何 的 伟大 意义 


解析 几何 的 伟大 意义 表现 在 什么 地 方 呢 ? 

数学 的 研究 方向 发 生 了 一 次 重大 转折 : 古代 以 几何 为 主导 的 数学 转变 为 以 代数 和 分 
析 为 主导 的 数学 , 以 常量 为 主导 的 数学 转变 为 以 变量 为 主导 的 数学 ,为 微 积 分 的 诞生 葛 
定 了 基础 . 

解析 几何 是 一 把 双 刃 剑 . 一 方面 ,几何 概念 可 用 代数 表示 ,几何 学 的 目标 可 通过 代数 


(6. 11) 
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达到 ; 另 一 方面 ,给 代数 的 语言 以 几何 的 解释 ,可 以 直观 地 掌握 这 些 代 数 语言 的 意义 . 拉 格 
朗 日 说 过 

“只 要 代数 和 几何 分 道 扬 镀 ,它们 的 进展 就 缓慢 ,它们 的 应 用 就 狭 窒 . 但 是 当 这 两 门 科 
学 结合 成 伴侣 时 ,它们 就 互相 吸取 新 鲜 的 活力 ,从 那 以 后 ,就 以 快速 的 步伐 走向 完善 .” 

解析 几何 的 诞生 使 代数 和 几何 融合 为 一 体 ,实现 了 几何 图 形 的 数字 化 ,是 信息 化 、 数 
字 化 时 代 的 先 声 . 

代数 的 几何 化 和 几何 的 代数 化 ,使 人 们 摆脱 了 现实 的 束缚 . 它 带 来 了 认识 新 空间 的 需 
要 ,帮助 人 们 从 现实 空间 进入 虚拟 空间 : 从 三 维 空间 进入 更 高 维 的 空间 . 

解析 几何 中 的 代数 语言 具有 意 想 不 到 的 作用 ,因为 它 不 需要 从 几何 考虑 也 行 . 考虑 
方程 

三 十 多 一 25. 
我 们 知道 , 它 是 一 个 圆 . 圆 的 完美 形状 ,对 称 性 、 无 终点 等 都 存在 在 哪里 呢 ? 在 方程 之 中 ! 
例如 ,在 几何 上 ,(zx,y) 与 (x, 一 y),( 一 T,y),( 一 x, 一 y) 对 称 , 现 在 表现 为 它们 都 满足 同一 
个 方程 . 代数 取代 了 几何 ,思想 取代 了 眼睛 ! 在 这 个 代数 方程 的 性 质 中 ,我 们 能 够 找 出 几 
何 中 圆 的 所 有 性 质 . 这 个 事实 使 得 数学 家 们 通过 几何 图 形 的 代数 表示 ,能够 探索 出 更 深层 
次 的 概念 , 那 就 是 四 维 几何 .我 们 为 什么 不 能 考虑 方程 
ZX: 十 十 zx? 十 w= 二 25 
以 及 形 如 
XI 十 2 十 … 十 XxX? 二 25 
的 方程 呢 ? 这 是 一 个 伟大 的 进步 . 仅仅 靠 类 比 ,就 从 三 维 空间 进入 高 维 空间 ,从 有 形 进 入 
无 形 ,从 现实 世界 走向 虚拟 世界 . 这 是 何等 奇妙 的 事情 啊 ! 用 宋代 著名 哲学 家 程 颗 的 诗句 
可 以 准确 地 描述 这 一 过 程 : 
道 通天 地 有 形 外 , 思 入 风云 变态 中 . 

事实 上 ，19 世纪 黎 曼 就 把 几何 学 从 二 维和 三 维 空间 推广 到 更 高 维 的 空间 . 黎 曼 证 明 
了 二 维和 三 维 空间 的 许多 性 质 可 以 直接 转移 到 高 维 空间 . 然而 , 黎 曼 考虑 的 所 有 空间 都 是 
有 限 维 的 , 即 表 示 空 间 维 数 的 数字 可 能 很 大 ,但 却 是 一 个 有 限 值 . 到 20 世纪 , 当 一 些 数 学 
家 人 研究 无 限 维 空间 时 ,限于 有 限 维 的 条 件 就 被 超越 了 . 

日 前 无 限 维 空间 的 论证 成 为 数学 的 一 大 分 支 一 一 泛 函 分 析 , 它 产生 于 人 们 理解 函数 
集 的 需要 . 这 门 学 科 由 德国 数学 家 希 尔 伯 特 所 开创 . 现在 许多 最 普 过 的 无 限 维 空间 都 归于 
希 尔 伯 特 空间 . 无 限 维 解析 几何 有 重要 的 实际 应 用 ,在 现代 物理 学 中 占有 基本 的 地 位 . 

解析 几何 的 出 现 , 使 高 次 曲线 和 高 次 曲面 的 研究 成 为 必然 . 这 样 ,代数 几何 就 出 现 了 . 
代数 几何 可 以 认为 是 数学 的 这 样 一 个 领域 , 它 研究 在 笛 卡 儿 坐 标 系 里 由 代数 方程 表示 的 
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曲线 .曲面 和 超 曲面 . 这 些 方 程 不 仅 是 一 次 的 和 二 次 的 ,而 且 还 有 高 次 的 ;在 这 些 研究 中 不 
仅 考虑 实数 坐标 ,而 且 也 考虑 复数 坐标 , 即 考虑 复 空间 的 东西 . 

解析 几何 对 数学 基础 研究 的 影响 ”通过 解析 几何 ,对 几何 问题 的 研究 可 以 转化 为 对 
数 的 问题 的 研究 . 这 就 使 得 几何 学 的 相 容 性 的 研究 转化 为 算术 科学 相 容 性 的 研究 . 

解析 几何 与 技术 ”代数 方程 .曲线 论 与 曲面 论 深 深 地 响应 了 技术 的 发 展 . 抛物 线 的 知 
识 被 用 到 了 弹道 学 ;曲线 和 曲面 的 反射 .折射 性 质 用 于 制造 各 种 透镜 ,进而 用 于 制造 显 微 
镜 和 望远镜 ,现代 又 用 于 制造 机 器 手 和 卫星 定位 器 . 


.ees 


es sa 微 积分 发 展 史 


微 积分 ,或 者 数学 分 析 , 是 人 类 思维 的 伟大 成 果 之 一 . 它 处 在 自然 科学 和 人 
文科 学 之 间 的 地 位 ,使 它 成 为 高 等 教育 的 一 种 特别 有 效 的 工具 .遗憾 的 是 , 微 积 
分 的 教学 方法 有 时 流 于 机 械 , 不 能 体现 出 这 门 学 科 乃 是 一 种 所 人 心灵 的 智力 奋 
斗 的 结晶 .这 种 奋斗 已 经 经 历 了 两 千 五 百 多 年 之 久 , 它 深 深 扎根 于 人 类 活动 的 许 
多 领域 ,并 且 只 要 人 们 认识 自己 和 认识 自然 的 能 力 一 日 不 止 ,这 种 奋斗 就 将 继续 
不 已 . 

R. 柯 妆 


若 无 新 变 ,不 能 代 雄 . 
萧 子 显 
一 门 科学 的 历史 是 那 门 科学 中 最 宝贵 的 一 部 分 ,因为 科学 只 能 给 我 们 知识 ， 


而 历史 却 能 给 我 们 智慧 . 
伟 座 


引 富 


莱 布 尼 茨 在 1714 年 完成 《微分 学 的 历史 和 起 源 ) 一 文 . 文章 的 开头 说 :“ 知 道 重大 发 
明 ,特别 是 那些 绝 非 偶然 的 、 经 过 深思 熟 虑 而 得 到 的 重大 发 明 的 真正 起 源 是 很 有 益 的 . 这 
不 仅 在 于 历史 可 以 给 予 每 一 个 发 明 者 以 应 有 的 评价 ,从 而 鼓舞 其 他 人 去 争取 同样 的 荣誉 ， 
而 且 还 在 于 通过 一 些 光辉 的 范例 可 以 促进 发 现 的 艺术 ,揭示 发 现 的 方法 .我们 时 代 的 重大 
发 现 之 一 ,万 是 一 种 新 的 数学 分 析 方 法 , 称 为 微分 学 ……” 


1. 目的 
我 们 的 目的 是 深刻 理解 微 积分 的 基本 概念 .但 是 ,只 靠 逻 辑 是 不 够 的 . 逻辑 能 告诉 我 
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们 怎样 做 可 以 不 出 错 , 它 不 能 告诉 我 们 为 什么 这 么 做 . 具体 言 之 ,如 果 不 考察 一 个 概念 的 
演变 史 ,我 们 就 不 会 明白 这 个 概念 何以 要 这 样 定义 . 大 家 都 知道 狄 利克 雷 函 数 , 它 不 描述 
任何 客观 规律 , 它 没有 公式 ,没有 图 形 ,也 不 能 列表 . 为 什么 要 讲 它 呢 ? 

数学 的 发 展 史 本 质 上 就 是 概念 的 更 新 史 . 它 有 两 个 特点 : 事实 的 积累 与 概念 的 突破 . 

微 积 分 是 一 个 严格 的 思想 体系 , 它 的 每 一 个 概念 都 经 历 了 深刻 的 演变 ,只 有 精细 地 考 
察 概 念 的 由 来 和 演变 ,才能 深刻 地 领会 它 . 脱 开 历史 ,只 能 理解 概念 的 表层 . 我 们 将 要 追溯 
微 积 分 的 基本 概念 是 如 何 从 感觉 经 验 的 原始 状态 经 过 一 系列 演变 而 进入 数学 的 抽象 王 
国 的 . 

我 们 还 要 考察 方法 的 进步 史 , 看 它 是 如 何 由 繁 入 简 、 由 具体 运算 进 到 形式 运算 的 . 而 
上 且 , 只 有 站 在 当代 的 高 度 才 能 解释 清楚 微 积 分 的 发 展 史 . 


2. 概观 


微 积分 是 欧 几 里 得 几何 学 之 后 ,数学 中 的 一 个 最 伟大 的 创造 . 微 积分 是 微分 学 与 积分 
学 的 总 称 ,包含 两 个 部 分 : 微分 学 、 积 分 学 . 

微分 学 一 一 正在 成 为 ”的 科学 ,是 研究 局 部 性 质 的 学 问 . 它 起 源 于 求 瞬时 速度 , 求 曲 
线 的 切线 等 问题 ,解决 初等 数学 中 “ 除 ” 所 不 能 解决 的 问题 . 

积分 学 一 一 已 经 成 为 ”的 科学 ,是 研究 整体 性 质 的 学 问 . 它 起 源 于 求 积 问题 ,解决 初 
等 数学 中 “ 乘 ” 所 不 能 解决 的 问题 . 

微 积 分 处 理 的 矛盾 包括 : 常量 与 变量 ;局 部 与 整体 ;具体 与 一 般 ; 直观 与 逻辑 ;有 限 与 
无 限 ; 连 续 与 间断 ;现实 世界 与 理想 世界 . 


3. 分 期 


微 积分 的 发 展 史 分 为 四 个 时 期 : 

。 希腊 时 期 . 这 一 时 期 提供 了 微 积分 的 思想 和 方法 的 雏形 . 

。 酝酿 时 期 (16 一 17 世纪 ). 这 一 时 期 对 微分 学 和 积分 学 分 别提 供 了 丰富 的 原材料 . 

。 诞生 和 发 展 时 期 (17 一 18 世纪 ). 牛顿 和 莱 布 尼 茨 建立 了 微分 学 与 积分 学 之 间 的 联 
系 , 并 提供 了 算法 ,这 样 微 积分 就 诞生 了 . 这 个 时 期 , 微 积分 获得 巨大 发 展 和 应 用 . 在 科学 
和 数学 中 应 用 微 积 分 所 获得 的 辉煌 成 就 ,使 人 们 把 注意 力 放 在 计算 上 ,而 不 是 放 在 基础 
上 .在 这 个 时 期 ,检验 理论 的 标准 是 应 用 ,不 是 逻辑 . 

。 严格 化 时 期 . 这 一 时 期 为 微 积分 提供 理论 基础 ,使 之 成 为 一 个 严格 的 科学 体系 . 在 
这 个 时 期 ,检验 理论 的 标准 是 逻辑 ,不 是 应 用 . 


WO 
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积分 学 的 思想 在 中 国 古 代 已 经 诞生 ,其 光辉 代表 是 刘 徽 和 祖 盯 . 但 对 西方 数学 没有 影 
响 . 微分 学 的 思想 在 中 国 古代 没有 出 现 . 

十 希腊 的 数学 对 微 积 分 的 诞生 产生 了 深刻 影响 ,其 对 微 积 分 的 主要 贡献 体现 在 两 个 
方面 : 一 是 对 无 理 数 的 认识 ;二 是 用 穷竭 法 求 曲 线 围 成 的 图 形 的 面积 . 


1， 数 的 学 问 


微 积 分 的 基础 是 数 的 概念 . 那么 ,什么 是 数 呢 ? 在 古 希 腊 最 早 研究 数 的 是 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 . 他 们 心目 中 的 数 就 是 有 理 数 ,而 这 正 是 古 希 腊 原 子 论 的 一 种 反映 : 他 们 认为 线段 是 
由 整数 个 单位 构成 的 ,因而 两 个 线段 的 比 一 定 是 有 理 数 . 当 希 帕 苏 斯 发 现 无 理 数 后 ,希腊 
人 困惑 了 ,他 们 开始 探索 如 何 将 数 从 有 理 数 扩展 到 无 理 数 . 


2. 芝 诺 的 四 个 悖 论 


微 积分 是 研究 运动 和 变化 的 ,而 运动 是 在 时 间 和 空间 中 进行 的 ,因而 不 能 不 关照 空间 
和 时 间 的 本 性 . 

对 空间 和 时 间 的 本 性 的 争论 ,开始 于 古 希 腊 . 针对 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 无 限 小 单子 论 ， 
芝 诺 (Zeno, 约 公元 前 495 一 前 430) 提 出 四 个 悖 论 : 二 分 法 悖 论 、 阿 基 里 斯 与 乌龟 悖 论 、 飞 
和 拓 不 动 迟 论 和 运动 场 悖 论 . 其 中 最 重要 的 是 阿 基 里 斯 与 乌龟 悖 论 .假定 乌龟 沿 跑道 先 跑 一 
段 路 ,然后 阿 基 里 斯 追 乌 龟 ,结论 是 阿 基 里 斯 永远 追 不 上 乌龟 . 论证 是 这 样 的 : 当 阿 基 里 
斯 跑 到 乌龟 的 起 点 时 ,乌龟 又 向 前 跑 了 一 段 ,而 当 阿 基 里 斯 赶 到 新 位 置 时 ,乌龟 跑 到 一 个 
更 新 的 位 置 ,如 此 下 去 ,以 至 无 穷 . 

芝 诺 的 疑难 涉及 的 主要 矛盾 是 : 时 间 和 空间 是 否 无 限 可 分 ;线段 是 连续 的 还 是 间断 
的 ;无 限 项 之 和 能 不 能 是 有 限 数 . 这 些 矛 盾 对 以 后 的 数学 研究 带 来 深刻 的 影响 . 

艺 诺 的 论证 不 是 证 明了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 错误 ,而 是 证 明了 单子 论 和 无 限 可 分 性 不 
能 同时 被 接受 ,它们 是 不 相 容 的 ,必须 放弃 其 中 的 一 个 . 由 于 数学 需要 无 限 可 分 性 ,所 以 单 
子 论 必须 被 抛弃 . 这 样 就 为 连续 量 理论 葛 定 了 基础 . 

很 清楚 ,要 解答 芝 诺 的 疑难 必须 有 连续 ,极限 和 无 穷 集 合 等 概念 ,而 这 些 概念 在 希腊 
时 代 还 没有 产生 . 


10 
”第 7 章 微 积分 发 展 史 


3. 欧 多 克 苏 斯 和 比例 


由 于 不 可 公 度 量 的 发 现 ,使 得 不 能 再 用 毕 达 哥 拉 斯 的 整数 比例 理论 来 讨论 几何 量 的 
比 , 而 且 那 些 使 用 比例 概念 的 几何 证 明 也 都 失效 了 . 几何 基础 方面 的 这 种 危机 被 欧 多 克 苏 
斯 消除 了 . 

欧 多 克 苏 斯 之 前 的 比例 理论 在 用 不 可 公 度 量 时 ,没有 可 靠 的 理论 . 他 把 比例 关系 的 理 


沦 推 广 到 不 可 公 度 量 而 避免 了 无 理 数 . 设 四 个 量 ,bc,d 形成 两 个 比 分 和 与. 关于 比 的 
大 小 和 相等 ,网 多 克 苏 斯 给 出 下 面 的 定义 (假定 mw,n 是 整数 ) : 


称 万 >> 广 ,车 存在 下 ,使 得 二 > 一 三 ; 
7/ Ea 入 m [ 
称 方 去 二, 若 存在 下 ,使 得 i 
称 分 一 于 , 若 对 任意 的 本, 有 
C 7 


(C7, 1» 


>L > >5. (7.2) 
欧 多 克 苏 斯 的 定义 见于 欧 几 里 得 的 《几何 原本 ) 第 五 卷 定义 5. 当 a,6 是 两 个 不 可 公 度 
的 量 时 ,这 个 定义 实际 上 是 把 全 体 有 理 数 二 分 成 两 个 不 相交 的 集合 L 和 U. 对 于 集合 


中 的 数 ,(7.1) 式 成 立 ; 对 于 集合 U 中 的 数 ,(7. 2) 式 成 立 . 工 的 每 一 个 元 素 都 小 于 U 的 每 
一 个 元 素 ,现在 称 之 为 “ 戴 德 金 分 割 ”. 所 以 可 以 说 , 戴 德 金正 是 遵循 两 千 多 年 前 欧 多 克 苏 
斯 的 思路 ,为 实数 系 建立 了 牢固 的 基础 . 


4. 面积 与 穷竭 法 


希腊 人 在 直观 的 基础 上 ,设想 像 圆 .椭圆 这 样 一 些 曲 线 图 形 是 有 面积 的 ,它们 的 面积 
和 多 边 形 的 面积 是 同一 类 几何 量 , 并 假定 这 些 面积 具有 两 个 自然 的 性 质 : 
(1) 如 果 S 包含 在 工 中 , 则 S 的 面积 a(S) 和 工 的 面积 a(T) 满 足 关系 
a(S) 过 a(T) (单调 性 ); 
(2) 如 果 R 是 两 个 不 重 伙 的 图 形 S 和 了 的 并 , 则 
a(R) 二 a(S) 十 a(T) (可 加 性 ). 
S 是 曲线 图 形 时 ,他 们 借助 多 边 形 序列 Pi , P, ,… 去 充满 或 穷竭 S, 由 此 来 确定 S 


省 


一 


"| 
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Ws 


的 面积 . 穷竭 法 是 欧 多 克 苏 斯 提出 的 ,他 试图 避免 极限 法 ,而 给 出 一 种 严格 的 处 理 方法 . 

问题 的 关键 在 于 证 明 , 当 把 n 取得 足够 大 时 ,可 以 使 得 图 形 S 和 内 接 多 边 形 P, 的 面 
积 之 差 为 任意 小 . 这 需要 欧 多 克 苏 斯 原理 ， 

欧 多 克 苏 斯 原理 ” 设 给 定 两 个 不 相等 的 量 . 如 果 从 其 中 较 大 的 一 个 量 减 去 比 它 的 一 
半 大 的 量 , 再 从 剩 下 的 量 减 去 比 它 的 一 半 大 的 量 , 并 继续 重复 这 个 过 程 , 则 所 余 的 某 一 个 
量 将 小 于 给 定 的 较 小 的 量 . 

用 现代 语言 可 叙述 如 下 : 给 定 两 个 量 M 和 es,M 较 大 . Mi ,M: ,… 是 一 个 序列 ,满足 条 


件 Mi <3M,M,<FM, Re ,这 时 我 们 可 以 得 到 结论 : 对 于 某 一 个 n, 有 M, =e. 


借助 这 个 原理 , 欧 多 克 苏 斯 证 明了 圆 的 内 接 正 多 边 形 可 以 穷竭 圆 的 面积 . 
定理 1 给 定 圆 C 和 数 s 之 0, 存 在 圆 的 内 接 正 多 边 形 P, 使 得 
a(C)—a( Pe. 
证 明 我们 从 圆 的 内 接 正 方形 P 开始 ,并 记 四 
Mi=a(C)—a(Pi). 
把 边 数 加 倍 , 得 到 圆 的 内 接 正 8 边 形 P; (图 7-1). 继续 下 去 ,得 到 
圆 的 内 接 正 多 边 形 序列 已 ,Pi ,…,P, ,…. 记 
M,=a(C)—a(P,). 


我 们 只 需 证 明 
M,<#M, 1. (7. 3 
ee AN i 图 7-1 
先 考虑 2 一 2 的 情况 . 这 时 
Mi =a(C) 一 a(P)， M;=a(C)—a(P,), 
从 而 
M 一 M, =a(P,) 一 <CP) 一 4aCAEFK) 
=2a(EFF'E'). 
但 a(EFF'E’)>3[a(C)—a(P)]=FM,, 
所 以 


M, —M;> 亡 M,， 即 M;<3M,. 
上 面 的 证 明 对 一 切 n 实质 上 都 是 一 样 的 . 在 一 般 情况 下 ,我 们 有 (7.3) 式 . 由 欧 多 克 苏 斯 原 
理 , 定 理 得 证 . 
这 种 方法 实质 上 就 是 现代 给 定 e 找 NN 的 方法 . 
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欧 多 克 苏 斯 的 方法 完全 建立 在 有 限 的 .直观 上 清晰 的 .逻辑 上 严密 的 基础 之 上 . 但 古 
希腊 的 穷竭 法 完全 束缚 在 几何 形式 内 ,当然 也 没有 完整 的 符号 系统 . 


5. 阿 基 米 德 的 平衡 法 


在 古人 中 , 阿 基 米 德 对 穷竭 法 做 出 了 最 巧妙 的 应 用 . 阿 基 米 德 的 短 论 “ 方 法 ”是 1906 
年 才 发 现 的 . 这 个 短 论 在 形式 上 是 致 亚历山大 大 学 的 埃 拉 托 塞 尼 (Eratosthenes, 约 公元 前 
284 一 前 192) 的 一 封 信 . 在 这 个 短 论 中 , 阿 基 米 德 说 ,他 以 特殊 的 方法 得 出 了 他 的 结果 ,其 
中 形式 上 利用 了 杠杆 平衡 理论 ,但 本 质 上 含有 由 线 组 成 平面 图 形 、 由 平面 组 成 立体 的 思 
想 . 对 这 种 借助 “原子 论 ? 方 法 找到 的 真理 , 阿 基 米 德 用 反 证 法 给 出 了 严格 的 证 明 . 

为 了 具体 说 明 这 种 方法 ,我们 应 用 这 种 方法 来 求 球 的 体积 . 圆柱 的 体积 和 圆锥 的 体积 
比较 好 求 , 这 在 阿 基 米 德 时 代 早 已 知道 . 求 球 的 体积 要 困难 得 多 . 阿 基 米 德 借 助 圆 柱 和 圆 
锥 的 体积 求 出 了 球 的 体积 . 

4rnr’ 


定理 2 半径 为 的 球 的 体积 是 V== 气 


证 明 把 球 的 直径 放 在 工 轴 上 , 设 N 是 它 的 北极 ,S 是 它 的 南极 , 且 原 点 与 北极 重合 
(图 7-2). 画 出 2rXr 的 矩形 NSBA 和 ANSC. 绕 工 轴 旋 转 和 矩形 NSBA 和 人 ANSC, 得 到 一 


C 


个 圆柱 体 和 一 个 圆锥 体 . 圆 的 旋转 得 到 球体 . 然后 从 这 三 个 立体 上 切 下 与 N 的 距离 为 x， 
厚 为 Az 的 竖立 的 薄片 . 这 些 薄 片 的 体积 近似 为 

球 片 的 体积 : An(27r— x Ar; 

柱 片 的 体积 : zr Az; 

锥 片 的 体积 : rz Arz. 
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假定 球体 . 柱 体 和 锥 体 的 密度 是 1. 取出 球体 和 锥 体 的 薄片 ,把 它们 的 质心 吊 在 点 工 , 点 工 
在 zx 轴 上 , 且 使 TN==2r. 这 两 个 薄片 绕 六 的 合成 力矩 为 
[x(2zxr— x)Axrtrnr Ar 2r=4rnr xrAx. 
圆柱 割 出 的 薄片 处 于 原来 位 置 时 绕 N 的 力矩 为 
xr Ar* X=Ar IAr, 

从 而 

( 球 片 十 锥 片 ) 绕 N 的 力矩 二 4 柱 片 绕 NN 的 力矩 . 
注意 到 柱 体 的 质心 和 的 距离 是 ~, 把 所 有 这 样 割 出 的 薄片 绕 六 的 力矩 加 在 一 起 ,我 们 
便 得 到 

2r( 球 的 体积 十 圆锥 的 体积 ) 二 4r( 圆 柱 的 体积 )， 
即 

27 ( 球 的 体积 十 中) 二 8xr' 


由 此 我 们 就 求 出 了 球 的 体积 : 


球 的 体积 二 4 


3 

这 就 是 阿 基 米 德 求 球 的 体积 的 方法 . 

阿 基 米 德 的 数学 素养 极 高 ,他 决 不 把 这 种 方法 当做 证 明 ,而 是 随后 利用 穷竭 法 给 出 了 
一 个 严格 的 证 明 . 

在 阿 基 米 德 的 平衡 法 中 ,他 把 一 个 量 看 成 由 大 量 的 微 元 所 组 成 ,这 与 现代 的 积分 法 实 
质 上 是 相同 的 . 他 清楚 地 预见 到 了 他 的 历史 功绩 ,他 意味 深长 地 说 : 

“我 深信 这 种 方法 对 于 数学 是 有 很 大 用 途 的 . 为 此 ,我 预言 ,这 种 方法 一 旦 被 理解 ,将 
会 被 现在 或 未 来 的 数学 家 用 以 发 现 我 还 未 曾 想 到 过 的 其 他 一 些 定理 .” 

阿 基 米 德 对 他 在 《 论 球 和 圆柱 》 一 书 中 作出 的 贡献 十 分 满意 ,以 至 于 他 和 希望 在 他 死 后 
把 一 个 内 切 于 圆柱 的 球 的 图 形 刻 在 他 的 墓碑 上 . 后 来 当 罗 马 将 军马 塞 拉 斯 得 知 阿 基 米 德 
在 叙 拉 十 陷落 期 间 被 杀 的 消息 时 ,他 为 阿 基 米 德 举行 了 隆重 的 葬礼 ,并 为 阿 基 米 德 立 了 一 
块 幕 碑 ,上面 刻 着 阿 基 米 德 生 前 要 求 的 那个 图 形 ,以 此 来 表示 他 对 阿 基 米 德 的 尊敬 . 这 块 
幕 地 后 来 淹没 了 . 令 人 惊奇 的 是 ,在 1965 年 , 当 为 一 家 新 建 的 饭店 控 地 基 时 , 铲 士 机 碰 到 
一 块 墓碑 ,上 面 刻 着 一 个 内 切 于 圆柱 的 球 的 图 形 . 叙 拉 古人 又 为 他 们 的 这 位 伟人 重建 了 


芝 墓 . 
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1. 方法 的 变革 


到 16 世纪 ,希腊 的 数学 杰作 得 以 广泛 流传 和 认真 研究 ,从 而 对 阿 基 米 德 著作 的 理解 
达到 了 新 的 高 度 . 穷竭 法 得 到 改进 ,数学 家 们 用 它 解 决 了 许多 新 的 面积 .体积 和 长 度 问 题 . 
尽管 那 时 的 数学 家 们 承认 , 阿 基 米 德 的 方法 是 严格 性 的 典范 ,但 是 他 们 更 关心 的 是 迅速 发 
现 新 结果 以 及 发 现 新 结果 的 方法 . 惠 更 斯 (C. Huygens，1629 一 1695) 在 1657 年 说 : 

“为 了 得 到 专家 们 的 确认 ,我 们 是 否 给 出 了 一 个 绝对 严谨 的 证 明 , 或 者 给 出 了 这 种 证 
明 的 基础 ,使 得 专家 们 看 后 对 于 据 此 就 能 得 出 完美 的 证 明 毫 不 怀疑 ,这 都 没有 很 大 的 意 
义 ,我 完全 承认 ,如 同 阿 基 米 德 的 所 有 著作 那样 ,证 明 应 当 以 清晰 、 优 美和 精巧 的 形式 来 表 
达 . 但 是 ,最 基本 、 最 重要 的 事情 却 在 于 做 出 发 现 的 方法 ,学 者 在 得 知 这 些 方法 时 才 会 欣喜 
万 分 . 因此 ,看 来 首要 的 是 ,我 们 必须 遵循 最 能 简单 明了 地 被 人 理解 ,并 加 以 表达 的 方法 . 
这 样 我 们 就 能 减轻 写作 之 劳 ,也 能 使 他 人 避免 攻读 之 若 .” 

17 世纪 的 数学 家 们 不 再 拒绝 无 穷 小 方法 ,无 理 数 也 可 以 自由 使 用 了 ,尽管 作为 数 它 
们 还 不 具备 逻辑 基础 . 此 外 , 韦 达 (F. Vieta，1540 一 1603) 和 笛 卡 儿 的 符号 代数 促进 了 形 
式 方 法 的 发 展 , 它 们 强调 的 是 计算 方法 而 不 是 逻辑 证 明 ， 

从 系统 论 的 角度 看 , 微 积分 分 为 两 大 系统 : 计算 系统 和 概念 系统 . 17 世纪 和 18 世纪 
的 数学 家 们 更 关心 计算 系统 的 发 展 ,更 关心 新 结果 的 求 得 . 只 是 到 了 19 世纪 ,数学 家 们 才 
回 过 头 来 ,严格 化 .精密 化 微 积 分 的 概念 系统 . 

这 个 时 期 数学 家 们 大 量 地 使 用 无 穷 小 方法 ,并 且 逐 渐 实 现 了 方法 的 算术 化 ,而 古代 的 
方法 是 几何 的 . 


2. 开 普 勒 的 工作 


“0 第 一 个 试图 阐明 阿 基 米 德 的 方法 并 将 其 给 予 推广 的 是 

德国 的 天 文学 家 和 数学 家 开 普 勒 . 开 普 勒 在 1615 年 写 了 一 本 

书 ,名 为 《 酒 桶 的 新 立体 几何 》, 书 中 包含 用 无 穷 小 元 素 求 面 

积 和 体积 的 许多 问题 . 开 普 勒 对 十 希腊 的 原子 论 方法 做 了 发 

展 . 他 采用 了 不 太 严 格 , 却 具有 启发 性 的 方法 ,现在 称 之 为 无 

穷 小 方法 . 他 把 圆 看 成 无 限 多 边 形 , 圆 的 面积 看 做 由 无 限 多 

3 个 无 穷 小 三 角形 组 成 (图 7-3) ,由 此 得 出 圆 面积 等 于 周 长 与 半 


$2 酝酿 时 期 


径 乘 积 之 半 . 
事实 上 , 设 圆 的 周 长 是 工 . 把 圆 分 成 无 穷 多 小 曲 边 三 角形 ,它们 的 高 是 圆 的 半径 ~, 底 
边 是 AL ,AL;:,… ,近似 于 直线 . 因此 , 圆 的 面积 A 为 


4 一 却 r(ALI 十 AL 十 …) 一 


stL: 


而 工 二 2xr, 从 而 他 得 出 
A=3rL=nr. 


开 普 勒 用 同一 方法 求 出 了 球 、 圆 柱 、 圆 锥 等 92 种 旋转 体 的 体积 . 

例如 ,他 把 球 看 做 由 无 限 多 个 无 穷 小 的 圆锥 体 组 成 , 锥 的 顶点 是 球 心 ,底面 构成 球 的 
表面 .由 此 得 出 , 球 的 体积 是 半径 与 球面 面积 乘积 的 三 分 之 一 . 

开 普 勒 的 求 和 法 对 后 来 的 积分 运算 有 明显 的 先驱 作用 . 在 他 1609 年 发 表 的 《新 天 文 
学 ) 中 ,有 类 似 于 用 现代 符号 表达 的 公式 

| sinodg 一 ] 一 cosO 

的 计算 . 另外 ,还 有 相当 于 椭圆 积分 的 近似 计算 . 

3. 不 可 分 素 方法 

开 普 勒 的 工作 的 直接 继承 者 是 卡 瓦 列 里 (B. Cavalieri，1598 一 1647). 卡 瓦 列 里 1598 
年 生 于 意大利 的 米兰 ,他 是 伽利略 的 学 生 . 从 1629 年 起 ,他 一 直 是 波 洛 尼 亚 大 学 的 教授 ， 
于 1647 年 谢世 ,只 活 了 49 岁 . 他 对 数学 的 最 大 贡献 是 1635 年 发 表 的 关于 不 可 分 素 法 的 
专 论 ,名 为 《不 可 分 素 几 何 学 了 (Geometria Indivisibilibus). 

卡 瓦 列 里 说 :“ 要 决定 平面 图 形 的 大 小 可 以 用 一 系列 平行 线 ; 我 们 
设想 在 这 些 图 形 上 画 了 无 穷 多 平行 线 . "(图 7-4) 他 以 同样 的 方式 处 理 
了 立体 ,只 是 那里 不 是 直线 ,而 是 平面 . 这 些 直线 (或 平面 ) 就 是 不 可 


分 素 . 
卡 瓦 列 里 利用 不 可 分 素 方法 解决 了 整数 窒 的 窜 函 数 积分 问题 .用 
现代 的 语言 说 ,他 计算 出 了 下 面 的 积分 ， 人 
让 让 半 3 
[ez dw = i 


卡 瓦 列 里 比 开 普 勒 进 了 一 步 , 开 普 勒 每 次 只 能 计算 具体 的 体积 ,而 没有 形成 一 个 一 般 
的 方法 . 把 卡 瓦 列 里 的 结论 稍 加 整理 就 得 出 卡 瓦 列 里 原理 : 
(1) 如 果 两 个 平面 片 处 于 两 条 平行 线 之 间 , 并 且 平 行 于 这 两 条 平行 线 的 任何 直线 与 
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这 两 个 平面 片 相交 ,所 截 两 线段 长 度 相 等 , 则 这 两 个 平面 片 的 面积 相等 (图 7-5); 
(2) i tee nt etnies or 
两 个 立体 相交 ,所 得 两 截面 面积 相等 , 则 这 两 个 立体 的 体积 相等 . 
卡 瓦 列 里 原理 是 计算 面积 和 体积 的 有 用 工具 , 它 的 基础 很 容易 用 现代 的 微 积 分 严格 化 . 
承认 这 两 个 原理 我 们 就 能 解决 许多 求 积 问题 . 我 们 来 举 两 个 例子 说 明 卡 瓦 列 里 原理 的 应 用 . 


| 甸 / 


例 1 求 椭圆 的 面积 
解 在 直角 坐标 系 中 , 国 加 分 放 必 廊 窒 


Zz 十 六 一 cz 互 十 次 站 a>b>0. 


图 7-6 画 出 了 它们 的 图 形 . 由 每 个 方程 解 出 y, 我 们 分 别 得 到 
y=Va’ 一 天， y 一 了 Ma = 


由 此 可 知 , 椭 圆 和 圆 的 纵 坐 标 之 比 是 5/a. 所 以 椭圆 和 圆 的 相应 弦 长 度 之 比 也 是 5/a( 椭 圆 
和 圆 的 面积 之 比 也 是 /ec). 我 们 得 到 结论 


梢 圆 面积 一 (之 和 (— 有 ) Ce 7)=abrx. 


开 普 勒 也 是 用 这 种 方法 求 椭圆 面积 的 . 

例 2 求 半径 为 7 的 球 的 体积 . 

解 ” 在 图 7-7 中 ,左边 是 一 个 半径 为 的 半球 ,右边 是 一 个 半径 为 六 高 为 > 的 圆柱 和 
一 个 以 圆柱 的 上 底 为 底 、 以 圆柱 的 下 底 中 心 为 项 点 的 圆锥 . 这 个 半球 和 挖 出 圆锥 的 圆柱 处 
在 同一 ee 这 时 用 平行 于 底面 ,与 底面 距离 为 h 的 平面 截 两 个 立体 ,所 得 截面 一 个 是 
圆 形 ,一 个 是 环形 . 用 初等 几何 不 难 证 明 , 这 两 个 截面 的 面积 都 等 于 x(x 一 所 ). 根据 卡 瓦 
列 里 og 这 两 个 立体 有 相等 的 体积 . 所 以 球 的 体积 V 为 


V 一 2( 圆 柱 的 体积 一 圆锥 的 体积 ) 一 2( xm 一 到 ) 一 了 rr 


4. 微分 学 的 早期 史 


有 趣 的 是 ,积分 学 的 起 源 可 追溯 至 古 希 腊 时 代 , 但 直到 17 世纪 微分 学 才 出 现 重 大 突 
破 . 微分 学 主要 来 源 于 两 个 问题 的 研究 : 一 个 是 作曲 线 切线 的 问题 , 另 一 个 是 求 函 数 的 极 
大 、 极 小 值 问 题 . 这 两 个 问题 在 古 希 腊 也 曾 考虑 过 . 例如 ,在 古 和 而 腊 就 能 做 出 圆 和 圆锥 曲线 
的 切线 . 阿波 罗 尼 在 他 的 《圆锥 曲线 ) 一 书 中 讨论 过 圆锥 曲线 的 法 线 . 阿 基 米 德 讨 论 了 螺 线 
的 切线 .在 古 希腊 的 著作 中 也 可 以 找到 对 极 大 、 极 小 值 问 题 的 讨论 .但 古 希 腊 对 这 两 个 问 
题 的 讨论 远 不 及 对 面积 、 体 积 、 弧 长 问题 讨论 得 那么 广泛 和 深入 . 

曲线 的 切线 问题 和 函数 的 极 大 、 极 小 值 问题 都 是 微分 学 的 基本 问题 . 正 是 这 两 个 问题 
的 研究 促进 了 微分 学 的 诞生 . 费 马 在 这 两 个 问题 上 都 作出 了 重要 贡献 . 他 处 理 这 两 个 问题 
的 方法 是 一 致 的 ,用 现代 语言 来 说 ,都 是 先 取 增 量 , 而 后 让 增 量 趋向 于 0. 这 正 是 微分 学 的 
实质 所 在 ,也 正 是 这 种 方法 不 同 于 古典 方法 的 实质 所 在 . 

让 我 们 来 看 看 费 马 求 切线 的 方法 . 如 图 7-8 所 示 ， 
设 PT 是 曲线 上 的 一 点 了 处 的 切线 . TQ 称 为 次 切线 . 
费 马 的 方法 是 求 出 TQ 的 长 度 , 从 而 工 的 位 置 就 知道 
了 .连接 工 和 尸 就 得 到 切线 PT. 

设 QQ 是 TQ 的 增 量 ,长 度 为 下 .因为 全 TQPc 
和信 PRT ,所 以 


TQo_E 
PQ TIR. 
费 马 说 ,TIR 与 P1R 的 长 度 是 差不多 的 , 即 
TRSCGPIR= PQ — RQ= PQ— PQ. 图 ?78 


所 以 


; 
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TQo_ EE | 
PQ PQ =PQ . 
现在 我 们 改 用 现代 符号 来 表达 上 式 . 设 TQ 所 在 的 直线 是 xz 轴 , 曲线 的 方程 是 y= f(z). 
于 是 ,我 们 有 
TQ _ E 
fxy flrTtE)— Flr) 


或 
_ EE./(z) 
To Ts 
用 EE 除 上 面 分 式 的 分 子 和 分 母 ,然后 令 EF=0, 就 得 到 TQ. 
费 马 的 方法 等 价 于 求 


nt fc 
即 现代 求 导数 的 方法 . 

费 马 还 考虑 了 求 抛物 体 的 重心 问题 .他 得 到 的 结果 当然 是 早 就 知道 的 ,在 一 千 九 百 多 
年 以 前 , 阿 基 米 德 在 他 的 《方法 ) 中 已 计算 出 这 一 结果 ,而 且 在 一 个 世纪 以 前 又 为 康 曼 第 努 
和 麦 洛 里 克 斯 重新 发 现 过 . 费 马 的 贡献 在 于 ,他 第 一 次 采用 了 相当 于 今天 的 微分 学 中 的 方 
法 ,而 不 是 类 似 于 积分 求 和 的 方法 . 一 个 通常 用 求 和 的 方法 得 到 的 结果 , 竟 能 用 求 极 大 、 极 
小 值 的 方法 得 到 ,这 使 他 的 朋友 罗 伯 瓦 尔 (G. P. Roberval，1602 一 1675) 感 到 惊奇 . 奇怪 的 
是 ,他 用 求 极 大 、 极 小 值 的 方法 求 重心 ,竟然 没有 看 到 这 两 类 问题 一 一 微分 学 问题 与 积分 
学 问题 的 基本 联系 . 只 要 费 马 能 对 他 的 抛物 线 和 双 曲 线 求 切线 与 面积 的 结果 更 仔细 地 考 
察 一 下 ,他 就 可 能 发 现 微 积分 基本 定理 . 

费 马 当然 在 某 种 意义 下 理解 到 这 两 类 问题 有 一 个 互 逆 关 系 ,他 之 所 以 没有 做 进一步 
的 考虑 ,可 能 是 由 于 他 以 为 他 的 工作 只 是 求 几 何 问 题 的 解 ,而 不 是 代表 本 身 就 很 有 意义 的 
推理 过 程 .他 的 极 大 、 极 小 值 方法 , 求 切 线 的 方法 及 求 面 积 的 方法 ,在 他 看 来 是 解决 这 些 问 
题 的 特有 的 方法 ,而 不 是 新 的 分 析 学 . 此 外 ,在 应 用 上 也 有 局 限 性 . 费 马 只 知道 把 它们 应 用 
到 有 理 式 的 情况 ,而 牛顿 和 莱 布 尼 茨 通过 无 穷 级 数 的 应 用 认识 到 这 一 方法 的 普遍 性 . 

如 果 费 马 当 时 认识 到 这 一 点 ,那么 微 积 分 的 发 明 权 就 属于 费 马 了 . 在 数学 史上 , 拉 格 
朗 日 (J. .Lagrange，1736 一 1813) . 拉 普 拉 斯 和 傅 里 叶 (J. Fourier，1768 一 1830) 都 曾 称 
“ 费 马 是 微 积分 的 真正 发 明 者 ”. 但 泊 松 (Simeon-Denis Poisson，1781 一 1840) 正 确 地 指出 ， 
费 马 不 应 当 享 有 这 一 荣誉 . 然而 ,肯定 地 ,除了 巴 罗 以 外 ,没有 任何 数学 家 像 费 马 这 样 接 近 
于 微 积分 的 发 明了 . 


$2 杯 酿 时 期 | 


5. 巴 罗 的 页 献 

另 一 个 对 微 积分 做 出 预言 的 是 巴 罗 (I. Barrow，1630 一 1677). 他 1630 年 生 于 伦敦 ， 
后 毕业 于 剑桥 大 学 . 他 在 物理 数学、 天文 和 神学 方面 都 有 造 . 他 也 是 当时 研究 古 希 腊 数 
学 的 著名 学 者 ,他 翻译 了 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 他 是 第 一 个 担任 剑桥 大 学 卢 卡 斯 讲座 教 
授 的 人 ,牛顿 是 他 的 学 生 . 1669 年 ,他 辞去 了 教授 席位 ,并 举荐 牛顿 取得 此 席位 . 1673 年 ， 
他 被 任命 为 剑桥 三 一 学 院 院 长 ,1677 年 逝世 于 剑桥 . 

巴 罗 最 重要 的 著作 是 《光学 和 几何 学 讲义 》. 在 这 本 书 中 ,我 们 能 够 找到 非常 接近 近代 
微分 过 程 的 步骤 . 在 本 质 上 ,他 已 经 用 了 今天 教科 书 中 所 用 的 微分 三 角形 的 概念 . 

特别 有 趣 .特别 重要 的 是 , 巴 罗 在 4 光学 和 几何 学 讲义 》 的 第 十 讲 和 第 十 一 讲 中 把 作曲 
线 的 切线 与 曲线 的 求 积 联系 了 起 来 . 这 就 是 说 ,他 把 微分 学 和 积分 学 的 两 个 基本 问题 以 几 
何 对 比 的 形式 联系 了 起 来 . 把 这 两 个 问题 翻译 成 现代 语言 ,并 使 用 现代 符号 ,其 内 容 可 陈 
述 如 下 : 


(1) 如 果 DM | zdz, 则 dy 一 之 ; 
0 dx 


(2) 如 果 z = dy , 则 | zdz =y. 
x dr 0 


巴 罗 的 确 已 经 走 到 了 微 积分 基本 定理 的 大 门口 .但 在 巴 罗 的 书 中 ,这 两 个 定理 相隔 二 
十 余 个 个 别 的 定理 ,并 且 没 有 把 它们 对 照 起 来 ,也 几乎 没有 使 用 过 它们 . 这 说 明 巴 罗 并 没 
有 从 一 般 概念 意义 下 理解 它们 .但 是 我 们 知道 ,只 有 一 般 概念 才能 阐明 问题 的 本 质 ,才能 
开拓 广阔 的 应 用 道路 . 


6. 前 期 史 小 结 


我 们 来 总 结 一 下 17 世纪 在 微 积 分 方面 所 取得 的 成 就 ,总 结 到 牛顿 和 莱 布 尼 芯 出 现 于 
数学 界 为 上 上 . 

有 关 积 分 学 这 个 范围 内 的 成 就 越 来 越 多 ,从 这 里 面 不 仅 得 到 了 大 量 的 关于 求 面积 、 体 
积 、 弧 长 .曲面 面积 及 重心 定位 的 结果 ,也 认识 到 所 有 在 传统 上 归结 为 求 面积 的 这 类 问题 
之 间 的 联系 .在 卡 瓦 列 里 、 帕 斯 卡 等 人 的 著作 中 开始 结晶 出 定 积分 概念 本 身 . 实际 上 , 那 时 
已 经 计算 出 了 一 系列 最 简单 的 积分 ,常常 是 几何 的 形式 ,但 有 时 也 有 算术 的 形式 ,找到 了 
把 一 些 积分 化 为 别 的 积分 的 种 种 关系 式 . 

在 微分 学 这 个 领域 内 , 费 马 给 出 了 一 个 统一 的 无 穷 小 方法 ,用 以 解决 求解 极 大 、 极 小 
值 问题 和 作曲 线 的 切线 问题 . 他 的 研究 为 一 系列 其 他 数学 家 所 继续 . 最 后 , 巴 罗 在 这 两 类 
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问题 中 间 搭 成 了 一 座 桥梁 . 

这 样 一 来 ,这 门 新 学 科 的 基础 已 经 具备 .但 是 像 现 在 这 样 的 微 积 分 还 没有 . 正如 后 来 
莱 布 尼 茨 确切 表达 的 :“ 在 这 样 的 科学 成 就 之 后 ,所 缺少 的 只 是 引出 问题 的 迷宫 的 一 条 
线 , 即 依照 代数 样式 的 解析 计算 法 .” 

在 创建 微 积分 的 过 程 中 究 竞 还 有 多 少 事情 要 做 呢 ? 

(1) 需要 以 一 般 形式 建立 新 计算 法 的 基本 概念 及 其 相互 联系 ,创立 一 套 一 般 的 符号 
体系 ,建立 计算 的 正规 程序 或 算法 ; 

(2) 为 这 门 学 科 重建 遇 辑 上 一 致 的 .严格 的 基础 . 

这 第 一 个 任务 就 是 牛顿 和 莱 布 尼 茨 各 自 独立 创造 的 微 积分 所 完成 的 工作 . 至 于 要 在 
一 个 比较 严格 的 基础 上 重建 这 个 学 科 的 基本 概念 , 则 要 等 到 这 个 学 科 取 得 了 广泛 应 用 和 
过 勃发 展 之 后 才 可 能 . 这 是 法 国 伟 大 的 分 析 学 家 柯 西 (A. L. Cauchy,，1789 一 1857) 及 其 他 
19 世纪 数学 家 的 工作 . 
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爱 因 斯 坦 晚年 时 认为 ,自己 年 轻 时 只 不 过 是 从 知识 之 树 上 采摘 了 一 个 成 熟 的 果子 黑 
了 .他 说 :“ 无 疑 在 1905 年 ,狭义 相对 论 的 发 现 已 经 成 熟 了 . ”这 话 对 评价 牛顿 和 莱 布 尼 获 
发 现 微 积 分 也 同样 恰当 . 


1. 发 现 和 洞 见 


微 积 分 要 解决 的 基本 问题 有 两 类 : 一 类 是 求 积 问题 , 另 一 类 是 求 切线 、 瞬 时 速度 等 问 
题 . 这 些 问题 在 17 世纪 已 获得 重大 进展 . 但 是 在 牛顿 和 莱 布 尼 茨 以 前 ,解决 问题 所 使 用 的 
方法 都 是 针对 解决 具体 问题 的 特殊 方法 ,而 无 一 例外 .那些 数学 家 们 谁 也 没有 把 这 些 方法 
发 展 成 一 般 的 算法 . 在 解决 个 别 问 题 的 特殊 方法 和 解决 一 整 类 有 关 问 题 的 一 般 算法 之 间 
没有 不 可 和 逾越 的 鸿沟 ,但 却 是 思想 观念 上 的 一 个 质 的 飞跃 . 

发 现 一 个 重要 事实 和 认识 到 这 个 重要 事实 的 重要 意义 ,这 是 两 件 不 同 的 事情 . 值得 注 
意 的 是 ,对 一 个 新 概念 的 重大 意义 的 认识 ,通常 伴随 着 引入 新 的 术语 和 符号 . 这 样 在 进 一 
步 的 研究 中 ,新 概念 将 成 为 新 的 起 点 . 阿达 玛 (J. Hadamard，1865 一 1963) 说 过 : 

“表达 一 类 概念 和 符号 的 产生 ,可 能 是 ,并 且 往 往 是 一 个 非常 重要 的 科学 事件 ,因为 这 
意味 着 在 这 些 概念 和 我 们 后 来 的 思想 之 间 建 立 了 联系 .” 

例如 , 费 马 构造 了 差 商 
f(ATE)— f(A) 
Ek E=0 
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这 个 量 就 是 现在 的 导数 /(A). 费 马 既 没有 给 它 命名 ,也 没有 引入 任何 特定 的 符号 . 
巴 罗 已 经 注意 到 求 切线 问题 与 求 积 问题 之 间 的 互 逆 关 系 ,可 惜 他 没有 认识 到 ,这 个 关 
系 是 一 门 新 科学 的 基础 . 
正 是 牛顿 和 莱 布 尼 芯 把 前 人 关于 无 穷 小 分 析 中 涉及 的 观点 ,方法 和 发 现 组 成 以 独特 
算法 为 特征 的 一 门 新 的 科学 . 微 积分 就 这 样 诞生 了 . 


2. 牛顿 对 微 积 分 的 主要 页 献 


(1) 微 积分 基本 定理 的 建立 . 写 于 1666 年 10 月 的 《 流 数 eg 
短 论 ) 讨 论 了 如 何 借助 反 微分 计算 面积 . 这 是 历史 上 第 一 次 以 A 
明显 形式 出 现 的 微 积分 基本 定理 . 过 去 都 是 把 面积 定义 为 和 。 和 拓 具 的 习惯 , 千 频 
的 极限 ,而 牛顿 的 方法 是 : 首先 确定 所 求 面积 的 变化 率 , 然 后 ”不 承认 自己 和 常人 有 
通过 反 微 分 计算 面积 . 这 就 清楚 地 说 明了 求 切线 问题 与 求 积 什么 区 别 . 


问题 之 间 的 互 逆 关系 ,说 明了 它们 是 同一 问题 的 两 个 不 同 惠威 尔 
侧面 . 


(2) 微分 法 则 和 积分 法 则 . 牛顿 引入 了 积 和 商 的 微分 法 则 ,锁链 法 则 和 积分 换 元 法 
则 ,当然 没有 现在 这 样 一 般 . 他 还 造 了 积分 表 . 
(3) 对 无 穷 级 数 的 研究 . 他 得 到 了 sinx,cosz 的 规 级 数 展开 式 . 


3. 菜 布 尼 蒋 对 微 积分 的 主要 页 


(1) 微 积分 基本 定理 的 建立 ; 

(2) 符号 系统 的 建立 ; 

(3) 初等 函数 的 微分 公式 ; 

(4) 讨论 了 求 积 问题 的 计算 方法 ; 

(5) 微分 在 求 切线 .法 线 、 极 值 问题 中 的 应 用 . 

简 言 之 ,牛顿 和 莱 布 尼 茨 独立 发 现 了 微 积 分 基本 定理 和 
微 积 分 的 计算 法 则 ,它们 是 普遍 可 用 的 ,在 本 质 上 与 现在 微 
积分 中 用 的 一 样 .但 是 现在 微 积 分 的 基本 定义 和 理论 框架 是 
经 过 两 个 世纪 的 努力 和 推 项 才 完 善 的 . 

接着 是 微 积 分 的 大 发 展 时 期 ,但 缺乏 基础 . 


莱 布 尼 茨 


4. 18 世纪 的 进展 
18 世纪 数学 上 的 主要 进展 是 使 17 世纪 数学 上 的 一 些 重大 发 现 得 到 巩固 和 发 展 . 在 
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这 个 过 程 中 , 微 积分 引发 了 许多 新 的 学 科 , 例 如 微分 方程 .微分 几何 、 复 变 函 数 及 变 分 法 
等 . 这 样 就 出 现 了 一 个 新 的 数学 领域 一 一 数学 分 析 , 它 以 微 积 分 为 基础 和 出 发 点 . 数学 由 
此 形成 了 代数 、 几 何 和 分 析 三 大 领域 ,它们 相互 独立 而 又 互相 渗透 . 

这 一 时 代 起 主导 作用 的 数学 家 是 欧 拉 . 他 是 数学 史上 最 多 产 的 数学 家 ,他 的 全 集约 有 
75 卷 . 他 的 三 本 书 《 无 穷 小 分 析 引 论 》《 微 分 学 》 和 《积分 学 ) 是 微 积 分 发 展 史 上 里 程 碑 式 
的 著作 . 

《无 穷 小 分 析 引 论 ) 一 书 是 函数 概念 在 分 析 中 起 重要 作用 的 第 一 部 著作 . 该 书 把 函数 
而 不 是 曲线 作为 主要 的 研究 对 象 ,使 得 微 积 分 走向 算术 化 的 道路 .但 是 ,在 17 世纪 的 无 穷 
小 分 析 中 ,几何 曲线 是 主要 研究 对 象 . 在 (微分 学 》 中 , 欧 拉 给 出 积 和 商 的 微分 法 则 和 大 量 
初等 函数 的 微分 公式 . 

在 微 积 分 的 发 展 过 程 中 作出 巨大 贡献 的 数学 家 还 有 泰勒 (Taylor,，1685 一 1731). 他 
是 英国 数学 家 ,牛顿 的 学 生 . 泰勒 获得 了 将 函数 展 为 无 穷 级 数 的 定理 ,现在 称 为 泰勒 
定理 . 

18 世纪 的 另 一 个 大 数学 家 拉 格 朗 日 在 《解析 孔 数 论 ) 一 书 中 广泛 地 发 展 了 微 积 分 . 他 
试图 把 无 穷 小 、 极 限 和 微分 从 微 积 分 中 完全 排除 . 拉 格 朗 日 新 方法 的 基础 是 函数 f(x) 的 
客 级 数 展开 . 这 当然 不 会 成 功 ,因为 这 要 求 函数 有 各 阶 导数 .但 他 的 著作 中 包含 许多 具有 
深远 影响 的 贡献 . 例如 ,他 的 著作 中 包含 了 泰勒 公式 的 余 项 ,为 泰勒 级 数 竟 定 了 牢固 的 基 
础 . 其 推导 方法 与 近代 教科 书 中 采用 的 方法 是 等 价 的 . 在 《解析 函数 论 ) 一 书 中 他 还 第 一 次 
给 出 了 微分 中 值 定理 . 

此 外 ,对 微 积分 的 发 展 作出 重大 贡献 的 数学 家 还 有 伯 努 利 兄弟 . 雅 格 布 . 伯 努 利 (Ja- 
kob Bernoulli, 1654 一 1705) 是 用 微 积 分 求 一 阶 常 微分 方程 分 析 解 的 先行 者 之 一 ,又 是 极 
坐标 的 最 早 引 进 者 . 约翰 伯 努 利 (Johann Bernoulli, 1667 一 1748) 给 出 了 将 有 理 函 数 化 
为 部 分 分 式 的 积分 法 ,并 且 计 算 函 数 之 比 的 极限 的 洛 必 达 法 则 也 是 他 引进 的 . 他 研究 的 最 
速 降 线 问题 引出 了 变 分 法 . 无 穷 级 数 是 数学 分 析 中 的 一 个 重要 课题 ,法 国 数学 家 达 朗 贝尔 
(J.L. R.D’”Alembert,，1717 一 1783) 是 最 早 人 研究 此 课题 的 数学 家 . 他 给 出 了 级 数 收敛 的 达 
朗 贝尔 判别 法 . 


5. 第 二 次 数学 危机 

大 家 知道 ,在 公元 前 5 世纪 出 现 了 数学 基础 的 第 一 次 灾难 性 危机 ,就 是 无 理 数 的 诞 
生 . 这 次 危机 的 产生 和 解决 大 大 地 推动 了 数学 的 发 展 . 

在 微 积分 的 发 展 过 程 中 ,一 方面 是 成 果 丰 硕 , 另 一 方面 是 基础 的 不 稳固 . 数学 的 发 展 
又 遇 到 了 深刻 的 令 人 不 安 的 危机 . 由 微 积 分 的 基础 所 引发 的 危机 在 数学 史上 称 为 第 二 次 
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数学 危机 . 

今 举 三 个 例子 来 说 明 微 积分 初创 时 期 ,计算 和 概念 是 如 何 的 不 严格 . 

例 1 牛顿 求 导数 . 

牛顿 在 1704 年 发 表 了 《曲线 的 求 积 》, 其 中 他 确定 了 x 的 导数 (当时 称 为 流 数 ). 我 们 
把 牛顿 的 方法 意译 如 下 : 

当 工 增长 为 x 十 0 时 ,和 x 增长 为 

(x 十 0); 二 zx! 十 3x*0 十 3x0? 十 03. 

Zz 和 xz 的 增 量 分 别 为 0 和 3zr 0 十 3z0 "十 0 .这 两 个 增 量 的 (初始 ) 比 是 
于 0 二 39 +0 工人 

然后 让 增 量 消失 , 则 它们 的 (最 终 ) 比 为 3x* ,从 而 x 对 工 的 变化 率 为 3z. 

从 引文 中 可 看 出 , 偷 换 假设 的 错误 是 明显 的 .在 论证 的 前 一 部 分 ,假定 0 是 非 零 的 ， 
而 在 论证 的 后 一 部 分 , 它 又 被 取 为 零 . 贝克 莱 说 :“ 在 我 们 假定 增 量 消失 时 ,理所当然 ， 
也 得 假设 它 的 大 小 、 表 达 式 以 及 其 他 由 于 它 的 存在 而 随 之 而 来 的 一 切 也 随 之 消失 . ”他 
还 说 :“ 总 之 ,不 论 怎样 看 ,牛顿 的 流 数 算法 是 不 合 逻 辑 的 . ”这 就 是 历史 上 著名 的 “贝克 
莱 悖 论 ”. 

从 牛顿 的 证 明 中 可 看 出 ,牛顿 已 有 无 限 小 和 极限 思想 ,但 缺乏 严格 性 . 

例 2 莱 布 尼 茨 的 微分 法 则 . 

莱 布 尼 茨 在 1684 年 发 表 《 新 方法 》, 仅 6 页 ,其 中 概念 含混 不 清 , 令 人 费解 . 伯 努 利 兄 
弟 说 :“ 与 其 说 是 一 种 说 明 , 还 不 如 说 是 一 个 谜 . "例如 , 莱 布 尼 茨 把 切线 定义 为 : 连接 两 个 
无 限 邻 近 点 的 直线 . 莱 布 尼 获 还 给 出 了 两 个 函数 u,v 的 和 、 差 \、 积 、 商 的 微分 法 则 的 证 明 . 
我 们 看 他 是 如 何 证 明 微 分 的 乘积 公式 的 . 

公式 : duv 二 udv 十 vdu. 

证 明 :; (ww 十 du) (vwv 十 dv) 二 wv 十 udv 十 vdu 十 dudwv. 

菜 布 尼 茨 认为 ,dxdo 相对 于 (4 十 du)(v 十 dv) 是 无 穷 小 , 故 可 舍 去 ,得 到 

(ut du) (vt dv)—uv=udvt vdu, 
即 
duv=udv 二 vdu. 

这 种 证 明显 然 缺 乏 逻 辑 根据 . 

例 3 欧 拉 与 无 穷 级 数 . 

我 们 再 看 看 大 数学 家 欧 拉 (L. Euler，1707 一 1783) 在 他 使 用 分 析 推 理 时 出 现 的 一 些 悖 论 . 

把 二 项 式 定 理 形式 地 应 用 于 (1 一 +)“ ,得 到 
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一 一 (1 一 z) 1 二 ] 十 zz 十 x 十 x 十 …; 
然后 令 z 一 2, 有 
一 1 王 1 十 2 十 4 十 8 十 16 十 …， 


这 就 是 欧 拉 得 到 的 一 个 不 得 不 接受 的 荡 雇 结论 .还 有 ,把 前 式 两 边 乘 以 xz, 得 


Zz 十 x 十"… 二 一 一 
一世 
男 一 方面 ,有 
1 
| 1— 1 区 党 
正 


两 式 相 加 后 , 欧 拉 得 到 
十 与 站 十 二 1 十 wp 十 二 十 := 人 0 
并 


这 也 是 一 个 十 分 荒 廖 的 结果 . 
17 世纪 和 18 世纪 的 数学 家 们 对 无 穷 级 数 不 大 理解 ,以 致 在 分 析 这 个 领域 中 出 现 了 
许多 悖 论 . 再 如 ,考虑 级 数 
S 一 1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 …. 
如 果 把 级 数 以 一 种 方法 分 组 ,有 
S 一 (1 一 1) 十 (1 一 1) 十 (1 一 1) 十 … 一 0; 
如 果 按 男 一 种 方法 分 组 ,有 
S 王 1 一 (1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 …) 王 1 一 0 一 1. 
迪 (L.G. Grandi，1671 一 1742) 说 ,因为 0 和 1 是 等 可 能 的 ,所 以 级 数 的 和 应 为 平均 数 
这 个 值 也 能 用 纯 形 式 的 方法 得 到 . 事实 上 ， 
S 王 1 一 (1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 …) 一 1 一 S. 
由 此 得 2S=1, 即 S 一 1/2. 
这 样 的 悖 论 日 益 增多 . 数学 家 们 在 研究 无 穷 级 数 的 时 候 , 做 出 许多 错误 的 证 明 , 并 由 
此 得 到 许多 错误 的 结论 . 他 们 在 有 限 与 无 限 之 间 任 意 通行 ,他 们 的 工作 可 以 用 伏 尔 泰 的 一 
句 话 来 概括 : 微 积 分 是 “计算 和 度量 一 个 其 存在 性 是 不 可 思议 的 事物 的 艺术 ”. 
因此 ,在 18 世纪 结束 之 际 , 微 积 分 和 建立 在 微 积 分 基础 上 的 分 析 的 其 他 分 支 的 逻辑 
处 于 一 种 完全 混乱 的 状态 之 中 . 事实 上 ,可 以 说 微 积分 在 基础 方面 的 状况 比 17 世纪 更 差 . 
数学 巨匠 ,尤其 是 欧 拉 和 拉 格 朗 日 给 出 了 不 正确 的 逻辑 基础 . 因为 他 们 是 权威 ,所 以 他 们 
的 错误 就 被 其 他 数学 家 不 加 批判 地 接受 了 ,甚至 做 了 进一步 的 发 展 . 
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进入 19 世纪 ,数学 陷入 更 加 矛盾 的 境地 . 虽然 它 在 描述 和 预测 物理 现象 方面 所 取得 
的 成 就 远 远 超 出 人 们 的 预料 ,但 是 大 量 的 数学 结构 没有 逻辑 基础 ,因此 不 能 保证 数学 是 正 
确 无 误 的 . 

牛顿 . 莱 布 尼 蒋 和 欧 拉 等 这 些 大 数学 家 靠 的 是 直觉 和 灵感 ,但 是 直觉 和 灵感 是 有 限度 
的 . 在 微 积 分 发 展 的 初期 ,这 是 奏效 的 ,一 旦 更 深入 时 ,直觉 就 不 那么 可 靠 了 . 

历史 要 求 给 微 积分 以 严格 的 基础 . 


6. 待 解决 的 问题 


微 积分 待 解决 的 问题 主要 有 三 个 方面 : 

(1) 艺 数 概念 需要 淤 清 和 发 展 . 

(2) 导数 和 积分 没有 精确 的 定义 .无穷 小 时 而 是 0, 时 而 非 0, 它 使 微 积 分 的 基础 陷入 
严重 的 危机 . 这 要 求 把 微 积分 建立 在 极限 的 基础 上 . 

(3) 无 穷 级 数 的 求 和 与 运算 需要 认真 研究 . 
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1 因数 概念 


微 积 分 最 基本 的 概念 是 : 实数 .极限 和 函数 . 随 着 变量 数学 特别 是 数学 分 析 的 发 展 ， 
函数 概念 也 经 历 了 深刻 的 变化 ,这 主要 是 出 于 数学 自身 发 展 的 需要 . 

函数 概念 最 早 是 由 莱 布 尼 茨 引进 的 . 函数 概念 的 诞生 是 数学 史上 的 一 个 里 程 碑 . 为 什 
么 ? 因为 ,有 了 函数 概念 ,人 们 就 可 以 从 数量 上 确切 地 把 握 运 动 了 ,这 是 从 常量 数学 转向 
变量 数学 的 一 大 标志 . 

17 世纪 ,由 于 微 积 分 的 发 展 ,伴随 着 有 许多 初等 函数 的 研究 . 18 世纪 的 数学 家 相信 ， 
一 个 函数 处 处 有 相同 的 表达 式 . 在 18 世纪 后 半 叶 ,很 大 程度 上 由 于 对 弦 振 动 研 究 的 结果 ， 
欧 拉 和 拉 格 朗 日 允许 一 个 函数 在 不 同 区 间 上 有 不 同 的 表达 式 . 19 世纪 , 随 着 偏 微分 方程 
的 发 展 ,出现 了 许多 特殊 函数 ,这 就 要 求 有 一 般 的 函数 概念 . 到 狄 利克 雷 (P. G. Dirichlet， 
1805 一 1859) ,函数 概念 发 生 了 一 次 重大 变化 . 他 头 一 次 给 出 函数 的 严格 定义 ,并 给 出 了 后 
来 以 他 的 名 字 命 名 的 函数 : 
0， 当 工 是 有 理 数 ， 
1， 当 工 是 无 理 数 . 
这 个 函数 与 牛顿 . 莱 布 尼 蒋 和 欧 拉 使 用 的 函数 大 不 相同 : 它 既 无 公式 ,也 无 图 形 . 这 样 一 
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来 ,函数 概念 从 公式 中 解放 了 出 来 ,从 图 像 中 解放 了 出 来 . 这 表示 数学 家 们 对 数学 的 理解 
发 生 了 深刻 的 变化 “人 造 ? 的 特征 开始 展现 出 来 . 这 种 思想 也 标志 着 数学 从 研究 “ 算 ” 到 研 
究 “ 概 念 、. 性 质 .结构 ?的 转变 的 开始 . 狄 利克 雷 是 数学 史上 第 一 位 重视 概念 的 人 ,并 且 是 一 
位 有 意识 地 “以 概念 代替 计算 ”的 人 . 


2. 布尔 查 诺 的 贡献 


把 微 积 分 的 重要 概念 建立 在 极限 理论 的 基础 上 ,并 且 首 次 做 出 严格 叙述 的 是 捷克 的 
教士 布尔 查 诺 (B. Bolzano，1782 一 1848). 他 的 主要 贡献 有 : 

(1) 第 一 个 指出 连续 性 依赖 于 极限 . 

(2) 自 微 积分 诞生 以 来 ,数学 家 们 过 分 地 依赖 于 几何 直观 与 物理 背景 ,自然 地 认为 ， 
函数 在 一 点 连续 ,就 必然 在 该 点 有 切线 , 即 连续 保证 导数 存在 .有 人 还 证 明 过 这 样 的 定理 . 
布尔 查 诺 指 出 这 不 对 . 1834 年 ,他 构造 了 第 一 个 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 函数 的 例子 .他 
指出 .几何 直观 和 物理 背景 都 不 可 信 . 


(3) 给 出 了 导数 的 现代 定义 : f (7)=lim 


(4) 考虑 了 级 数 的 收敛 性 问题 . 
遗憾 的 是 ,他 的 大 部 分 工作 漂 没 无 闻 , 对 微 积 分 没有 起 到 决定 性 的 影响 . 

3. 柯 西 的 工作 

对 微 积分 的 严格 化 作出 最 大 贡献 的 数学 家 是 法 国 的 柯 西 (A. L. Cauchy，1789 一 
1857) ,他 使 得 微 积分 具有 今天 的 形式 . 他 的 主要 贡献 表现 在 
以 下 几 个 方面 : 

(1) 把 极限 作为 微 积 分 诸 概 念 的 基础 . 希腊 人 回避 无 限 ， 
十 七 八 世 纪 的 数学 家 们 滥用 无 限 ,直到 柯 西 才 给 出 了 从 无 限 
转化 为 有 限 的 正确 表述 . 

许多 数学 家 反对 将 无 限 引入 数学 . 他 们 认为 ,无 限 是 哲 
学 ,不 是 数学 . 但 恰恰 是 处 理 无 限 的 极限 概念 为 微 积分 提供 了 
正确 的 基础 . 

极限 概念 使 得 数学 摆脱 了 与 几何 直观 和 物理 背景 的 
牵连 . 

(2) 莱 布 尼 芯 把 微分 作为 基本 概念 ,用 微分 定义 微 商 . 柯 
柯 西 西 把 它 颠 倒 过 来 ,将 微 商 作为 基础 ,用 微 商 定义 微分 . 


f(r Az)— f(r) 
AXx 


| 
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(3) 把 定 积分 定义 为 和 式 的 极限 . 设 f(x) 在 区 间 [La,5j] 上 连续 ,用 分 点 ziyzz，…， 
x， 1 把 区 间 [La ,Oo 分 成 寺 个 小 区 间 ,然后 取 和 
Sa /fat 一 丽人 十 人 一 = 人 ii 
当 |z, 一 zx, | 无 限 小 时 ,S, 最 终 能 达到 某 个 极限 值 >S, 即 
li ="5 | reoaz 


这 就 是 定 积分 的 定义 ,不 过 他 的 积分 和 中 函数 fz) 取 的 是 左 端点 的 值 . 

1854 年 , 黎 曼 把 积分 定义 推广 到 区 间 La,b5] 上 的 有 和 界 函 数 , 并 且 在 积分 和 中 ,每 个 子 
区 间 的 端点 xz,(i 王 1,2,…,n 一 1) 用 子 区 间 上 的 任意 点 ELzxi,zxit1j 来 代替 . 这 就 是 今天 
教科 书 上 的 定义 . 

黎 曼 还 研究 了 可 积 的 条 件 ,并 指出 某 些 不 连续 函数 也 可 积 . 在 数学 中 ,不 连续 函数 的 
地 位 日 益 重 要 ,连续 和 间断 的 矛盾 进入 新 的 阶段 . 

从 积分 作为 和 式 极限 这 一 观点 ,又 引出 了 勒 贝 格 积分 . 

可 积 性 的 研究 开始 后 ,在 积分 这 一 领域 ,数学 开始 超越 现实 世界 ,而 走向 理想 世界 . 

(4) 第 一 次 给 出 微 积 分 基本 定理 的 严格 证 明 ， 

(5) 黄 定 了 级 数 敛 散 理论 的 基础 . 

(6) 给 出 了 序列 收敛 的 充分 必要 条 件 .但 是 ,条 件 充 分 性 的 证 明 需 要 先 有 实数 的 定 
义 .这 就 引导 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 康 托 和 戴 德 金 的 工作 . 

除了 没有 认识 到 实数 定义 的 重要 性 外 , 柯 西 也 没有 区 分 连续 与 一 臻 连续、 收敛 与 一 致 
收敛 . 


4. 分 析 的 算术 化 


柯 西 用 极限 概念 为 微 积分 商定 了 基础 . 在 这 个 基础 上 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 将 其 进一步 算术 
化 . 将 微 积分 奠定 在 极限 基础 上 ,在 微 积分 发 展 史上 是 里 程 碑 的 一 步 . 但 这 立刻 引出 了 一 
个 问题 : 每 一 个 序列 的 极限 都 存在 吗 ? 如 果 极 限 不 存在 ,那么 连续 性 、 导 数 、 定 积分 的 定 
义 不 就 都 失效 了 吗 ? 随 着 分 析 概 念 的 精确 化 ,人 们 愈 来 愈 感 到 建立 实数 连续 性 的 必要 性 
和 紧迫 性 . 

戴 德 金 在 1858 年 第 一 次 讲 微 积 分 时 ,发 现 单调 有 界 变量 的 极限 存在 定理 和 介 值 定理 
无 法 严格 证 明 ,而 只 能 求助 于 直观 .但 是 几何 直观 靠得住 吗 ? 

1872 年 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 构造 了 一 个 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 函数 ,使 所 有 的 数学 家 都 
感到 震惊 . 数学 家 们 开始 认识 到 ,连续 性 .可 微 性 .可 积 性 .收敛 性 赖 以 建立 的 极限 理论 是 
建立 在 实数 系 的 简单 直观 的 几何 概念 之 上 的 . 可 是 ,实数 还 没有 定义 过 ! 柯 西 把 实数 系 看 
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成 理所当然 的 . 他 没有 找到 困难 的 真正 症结 : 极限 运算 需要 一 个 封闭 域 , 而 且 每 一 件 事 的 
下 面 都 存在 着 实数 系 的 更 深刻 的 性 质 . 这 使 我 们 越 来 越 明 白 ,在 为 分 析 建 立 一 个 完善 的 基 
而 方面 ,还 需要 再 深 挖 一 步 . 

这 个 任务 落 在 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 身上 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 提出 一 个 规划 : 

(1) 逻辑 地 构造 实数 系 ; 

(2) 从 实数 系 出 发 去 定义 极限 概念 .连续 性 .可 微 性 . 收 你 和 发 散 ， 

这 个 规划 称 为 分 析 的 算术 化 .任务 是 繁重 而 困难 的 ,但 在 接近 19 世纪 末 的 时 候 , 这 个 
规划 终于 完成 了 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 努力 终于 使 分 析 从 完全 依靠 运动 学 直觉 理解 和 几何 概 
念 中 解放 了 出 来 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 规划 的 第 二 部 分 是 由 引进 精确 的 “e-6” 语 言 而 完成 的 . 这 一 语言 给 出 
极限 的 准确 描述 ,消除 了 历史 上 各 种 模糊 的 用 语 , 诸 如 “最 终 比 ”"、“ 无 限 趋 近 于 ”等 等 . 
这 样 一 来 ,分 析 中 的 所 有 基本 概念 都 可 以 通过 实数 及 它们 的 基本 运算 和 关系 精确 地 表 
述 出 来 . 

总 之 ,第 二 次 数学 危机 的 核心 是 微 积 分 的 基础 不 稳固 . 柯 西 的 贡献 在 于 ,将 微 积分 建 
立 在 极限 论 的 基础 上 . 遗留 的 问题 是 : 任何 实数 列 的 极限 存在 吗 ? 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 贡献 
在 于 , 先 逻辑 地 构造 实数 系 . 因而 ,建立 分 析 基 础 的 逻辑 顺序 是 : 

实数 系 一 极限 论 一 微 积分 . 

关于 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 数学 分 析 的 日 越 贡献 , 硕 尔 伯 特 这 样 评论 道 : 

“ 魏 尔 斯 特 拉 斯 运用 他 革 辟 入 里 的 批判 给 数学 分 析 黄 定 了 牢固 的 基础 . 他 通过 阐明 许 
多 概念 ,特别 是 极 小 函数 和 微 商 的 概念 ,消除 了 那 时 依然 存在 于 微 积分 中 的 种 种 缺点 ,使 
微 积分 摆脱 了 有 关 无 穷 小 的 一 切 混乱 概念 ,从 而 解决 了 由 无 穷 小 概念 所 产生 的 各 种 困难 . 
如 果 今天 在 分 析 中 对 于 运用 以 无 理 数 和 极限 的 概念 为 基础 的 演绎 法 有 完全 一 致 的 意见 和 
确信 无 疑 的 看 法 ,并 且 如 果 甚 至 在 有 关 微 分 方程 和 积分 方程 的 最 复杂 的 问题 中 ,尽管 用 了 
不 同 种 类 极限 的 最 巧妙 和 多 样 的 组 合 ,对 所 得 结果 还 是 能 够 一 致 同意 ,那么 这 种 令 人 愉快 
的 事态 主要 是 由 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 科学 工作 .” 

魏 尔 斯 特 拉 斯 规划 的 成 功 产 生 了 深远 的 影响 . 这 主要 表现 在 以 下 几 点 : 

(1) 既然 分 析 能 从 实数 系 导 出 ,所 以 ,如 果实 数 系 是 相 容 的 ,那么 全 部 分 析 是 相 容 的 . 

(2) 欧 氏 几何 通过 笛 卡 儿 坐 标 系 也 能 奠基 于 实数 系 上 . 所 以 ,如 果实 数 系 是 相 容 的 ， 
那么 欧 氏 几何 是 相 容 的 ,几何 学 的 其 他 分 支 也 是 相 容 的 . 

(3) 实数 系 可 用 来 解释 代数 的 许多 分 支 ,所 以 许多 代数 的 相 容 性 也 依赖 于 实数 系 的 
相 容 性 . 

由 此 得 到 ,如果 实数 系 是 相 容 的 ,那么 大 部 分 数学 是 相 容 的 . 
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这 样 ,在 1900 年 于 巴黎 举行 的 第 二 次 国际 数学 家 大 会 上 , 庞 加 莱 高 兴 地 指出 :我 们 
最 终 达 到 了 绝对 的 严密 吗 ? 在 数学 发 展 前 进 的 每 一 阶段 ,我 们 的 前 人 都 坚信 他 们 达到 了 
这 一 点 . 如 果 他 们 被 蒙蔽 了 ,我 们 是 不 是 也 像 他 们 一 样 被 蒙蔽 了 ? …… 如 果 我 们 不 厌 其 烦 
地 严格 的 话 , 就 会 发 现 只 有 三 段 论 或 归结 为 纯 数 的 直觉 是 不 可 能 欺骗 我 们 的 .今天 我 们 可 
以 宣称 ,完全 的 严格 性 已 经 达到 了 1” 

那 时 , 绝 大 多 数 数学 家 具有 和 庞 加 莱 相 同 的 看 法 ,他 们 对 数学 所 达到 的 严密 性 而 欢欣 
鼓舞 .但 实际 上 ,暴风 十 正在 酝酿 ,屋外 云 涛 翻滚 . 山 雨 欲 来 ,数学 史上 的 一 场 新 的 危机 正 
在 降临 . 就 在 第 二 年 ,英国 数学 家 罗素 以 一 个 简单 明了 的 集合 论 悖 论 打 破 了 人 们 的 上 述 希 
望 ,引起 关于 数学 基础 的 新 争论 . 对 数学 基础 的 更 深入 的 探讨 以 及 由 此 引出 的 数理 逻辑 的 
发 展 , 是 20 世纪 纯粹 数学 的 又 一 重要 发 展 趋势 . 


Apr 一 az 合 倒 合 


音乐 之 所 由 来 者 远 疾 : 生 于 度量 ,本 于 太一 . 
《 吕 氏 春秋 。 大 乐 》 


难道 不 可 以 把 音乐 描述 为 感觉 的 数学 ,把 数学 描述 为 理智 的 音乐 吗 ? 
西 尔 威 斯 特 


数学 是 一 种 看 不 见 的 文化 , 它 隐藏 在 大 众 的 视线 之 后 . 本 章 就 是 通过 音乐 作为 实例 来 
展示 数学 文化 的 作用 . 先 提 几 个 问题 ,心中 有 一 些 问题 会 增加 我 们 学 习 的 目的 性 . 

(1) 声音 是 什么 , 它 来 自 何方 ? 

(2) 声音 有 几 种 ,能 不 能 做 个 大 致 分 类 ? 

(3) 声音 的 基本 要 素 是 什么 ? 

(4) 钢琴 的 弦 与 风琴 的 管 为 什么 呈 指 数 曲线 ? 

(5) 能 够 用 数学 描述 交响 乐 吗 ? 


3 1 音律 的 确定 


毕 达 哥 拉 斯 关于 对 音乐 的 研究 本 质 上 是 数学 的 这 一 思想 对 后 来 有 深远 的 影响 . 莱 布 
尼 次 指出: 

“音乐 就 它 的 基础 来 说 ,是 数学 的 ;就 它 的 出 现 来 说 ,是 直觉 的 .” 

法 国 音乐 理论 家 .作曲 家 拉 莫 (J. P. RaMeau，1683 一 1764) 说 : 

“音乐 是 一 种 必须 掌握 一 定 规律 的 科学 ,这 些 规律 必须 从 明确 的 原则 出 发 ,这 个 原则 没 
有 数学 的 帮助 就 不 可 能 进行 研究 . 我 必须 承认 ,虽然 在 我 相当 长 时 期 的 实践 活动 中 ,我 获得 
许多 经 验 , 但 是 只 有 数学 能 帮助 我 发 展 我 的 思想 ,上 照 亮 我 其 至 没有 发 觉 原来 是 黑暗 的 地 方 .” 

音律 的 基本 术语 在 音乐 中 有 固定 音 高 的 音 的 总 和 叫做 乐音 体系 . 乐音 体系 中 有 七 


— 


个 独立 名 称 的 音 级 称 为 基本 音 级 . 这 七 个 基本 音 
级 分 别 用 英文 字母 C,D,E,F,G,A,B 来 标记 , 叫 
做 音 名 . 它们 表示 一 定 的 音 高 ,在 钢琴 键盘 上 的 位 
置 是 不 动 的 (图 8-1). 这 七 个 音 名 在 唱歌 时 依次 用 
do,re,mi,fa,sol,la,si 来 发 音 , 称 为 唱 名 .不 同 的 
八 度 还 有 小 字 一 组 c: 一 b! ,小 字 二 组 c: 一 b’ 等 ， 
正 对 着 钢琴 钥匙 孔 的 中 间 一 组 音 的 音 名 是 小 字 一 图 8-1 
组 c: 一 b' . 

两 音 之 间 的 音 高 上 的 相互 关系 叫做 音程 . 七 个 基本 音 级 在 音 列 中 是 循环 重复 的 . 第 一 
级 音 与 第 八 级 音 的 音 名 相同 ,但 音 的 高 度 不 同 , 构 成 了 八 度 关 系 . 这 里 的 度 指 的 是 琴键 间 
的 间距 .例如 ,把 C 当做 起 点 ,F 是 四 度 音 ,G 是 五 度 音 . 


1. 古 希 腊 音律 的 确定 


1) 什么 是 声音 ? 

振动 物体 对 周围 的 空气 发 生 作 用 ,产生 声波 ,声波 沿 各 个 方向 传播 出 去 , 传 到 我 们 的 耳 
和 朱 , 为 我 们 所 接受 ,这 就 是 声音 . 声音 可 以 大 致 分 为 两 种 : 乐音 和 噪音 . 由 不 规则 振动 引起 的 
声音 是 噪音 ,我 们 不 讨论 噪音 . 由 规则 振动 引起 的 声音 叫做 乐音 . 乐音 通常 是 由 弦 的 振动 引起 
的 ,如 小 提 生 ,大 提 骏 吉他、 钢 雁 等 ,或 是 由 空气 柱 的 振动 引起 的 ,如 管风琴 .小 号 ,长笛 等 . 


2) 什么 是 音 高 呢 ? 

描述 乐音 的 一 个 最 基本 的 量 是 音 高 . 我 们 直觉 上 很 清楚 , 它 就 是 音 的 高 低 . 这 个 问题 看 来 
简单 ,其实 不 简单 . 人 类 花 了 许多 个 世纪 才 对 音 高 有 了 精确 的 理解 . 这 要 归功 于 伽利略 和 法 国 
数学 家 兼 宗教 家 梅森 (IM. Mersenne，1588 一 1648). 为 了 说 明 音 高 ,需要 引进 频率 的 概念 . 

频率 指 的 是 ,物体 在 单位 时 间 内 振动 的 次 数 . 通常 将 单位 时 间 取 为 秒 ,物体 每 秒 振动 
多 少 次 叫做 多 少 赫 兹 或 多 少 赫 . 例如 ,如 果 一 根 紧 绷 的 弦 每 秒 振动 100 次 ,就 说 它 的 频率 
是 100 赫 效 . 

音 高 是 由 振动 频率 决定 的 ,频率 越 大 ,声音 越 高 . 

3) 古 希 腊 人 是 如 何 定 音 的 ? 

音乐 必须 有 美的 音调 ,美的 音调 必然 是 和 谐 的 . 希腊 人 发 现 , 最 和 谐 的 音调 是 由 比例 
1:2:3:4 确 定 的 .中 世纪 美学 家 奥古斯丁 (S. Augustin,354 一 430) 说 过 :“1,2,3,4 这 
四 个 最 小 的 数 是 音乐 上 最 美的 数 . ”为 什么 会 是 这 样 呢 ? 看 了 毕 达 哥 拉 斯 的 生 律 法 一 一 五 
度 相 生 法 ,就 清楚 了 . 
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4) 五 度 相生 法 
毕 达 哥 拉 斯 连续 使 用 比例 2 : 3 找 出 了 从 C 到 fc 的 各 个 音 . 他 是 如 何 做 的 呢 ? 他 将 两 
质料 相同 的 弦 水 平 放置 ,使 它们 绷 紧 ,并 保持 相同 的 张力 . 假定 一 根 弦 的 长 度 为 1, 男 一 根 


弦 的 长 度 为 前 者 的 地 ;然后 使 两 根 弦 同 时 发 音 , 若 前 者 发 的 音 是 C, 则 后 者 发 的 音 是 比 前 者 
高 五 度 的 音 一 一 G; 再 取 后 者 长 度 的 ,就 得 到 比 G 高 五 度 的 音 一 一 d. 把 新 弦 长 放大 一 倍 ， 
就 得 到 D. 把 这 个 步骤 继续 下 去 ,就 可 定 出 所 有 的 音 . 这 种 定 音 的 方法 叫做 五 度 相 生 法 . 

五 度 相 生 法 用 3 : 2 的 闫 中奖 系 生 并 省 列 , 其 频率 比 的 公式 是 


六 = 史 “(二 ， 1 三 k 过 2,m,n 是 整数 . 


表 8-1 给 出 了 用 五 度 相 生 法 生成 的 (大 调式 ) 七 音阶 . 
表 8-1 用 五 度 相 生 法 生成 的 (大 调式 ) 七 音阶 表 


1) 7 从 上 面 的 表 8-1 可 以 看 出 ,如 果 以 一 个 音 


等 击 芒 ~ 阶 的 频率 作为 音阶 的 主音 , 按 1:2:3:4 的 规 
pe 一 个 音阶 中 最 和 谐 的 几 个 音 . 从 
六 


) 得 到 八 度 音 , 从 2 : 3 得 到 五 度 音 ,从 3:4 
te eet 痛 ( 图 8-2). 由 于 它们 比例 最 简单 ,所 
以 产生 的 共同 谐 波 就 多 , 听 起 来 很 和 谐 . 谁 都 知 
道 八 度 音 是 最 和 谐 的 ,似乎 可 以 把 它们 融合 
一 起 .在 人 类 有 音乐 的 初期 ,人 们 就 会 使 用 这 个 
首 , 它 也 是 复 音 音乐 的 起 点 . 当 一 个 小 孩 和 一 个 
成 人 同 唱 一 首 歌 ,或 一 个 男声 和 一 个 女声 同 唱 
一 首 歌 时 ,就 自然 形成 了 八 度 平行 


81 音律 的 确定 


2. 中 国 古 代 对 音律 的 页 献 


中 国 古 代 对 音乐 的 贡献 是 卓越 的 ,并 且 也 是 最 早 的 . 1987 年 5 月 14 日 ,在 河南 舞阳 
时 湖 地 区 发 现 了 骨 笛 ,其 中 有 五 孔 .六 孔 .七 孔 和 八 孔 的 . 这 些 遗 物 是 八 千年 到 一 万 年 前 的 
东西 .近年 来 对 骨 笛 的 考古 又 有 新 的 进展 .2000 年 4 月 28 日 ,光明 日 报 有 一 篇 重要 的 报 
道 一 一 (河南 舞阳 贾 湖 遗址 的 发 掘 与 研究 》 今 摘要 如 下 : 

oes 分 属于 贾 湖 早 、 中 、 晚 三 期 的 二 十 多 支 五 孔 、 六 了 扎 . 七 所 和 八 孔 的 骨 笛 ,经 研究 已 
具备 了 四 声 、 五 声 、 六 声 和 七 声音 阶 , 并 出 现 了 平均 率 和 纯 率 的 萌芽 . 这 一 发 现 彻底 打破 了 
先秦 只 有 五 声音 阶 的 结论 ,把 我 国 七 声音 阶 的 历史 提 到 八 千年 前 . 它 的 发 现 将 改写 中 国 音 
乐 史 , 同 时 也 是 世界 上 同期 遗存 中 最 为 完整 而 丰富 ,音乐 性 最 好 的 音乐 实物 …… 虹 

而 且 , 贾 湖 中 、 晚 期 的 骨 笛 大 多 有 计算 刻 孔 位 置 的 痕迹 . 这 些 音乐 实物 说 明 ,在 音程 关 
系 上 ,村 湖人 已 经 具备 了 纯 律 和 十 二 平均 律 . 这 个 发 现 使 我 们 对 中 华 民 族 的 音乐 史 数学 
史 和 文明 鸣 有 了 新 的 认识 .没有 高 度 的 数学 文明 ,这 种 骨 笛 是 造 不 出 来 的 .目前 骨 笛 的 研 
究 还 只 处 于 初步 阶段 ,我 们 盼望 着 新 的 发 现 和 新 的 认识 . 

就 从 目前 已 有 的 文献 看 ,中 国 对 音律 的 制定 也 早 于 希腊 .《 吕 氏 春 秋 ， 大 乐 ) 中 说 : 

“音乐 之 所 由 来 者 远 矣 : 生 于 度量 ,本 于 太一 .” 

这 人 句 话 告诉 我 们 两 件 事 : 一 是 ,音律 的 确定 一 一 “ 生 于 度量 ”, 即 需要 数学 ;二 是 ,音乐 
起 源 其 古 一 一 “所 由 来 者 远 矣 ”.《 昌 氏 春 秋 ) 是 战国 时 期 秦 国 宰相 吕不韦 的 门客 所 作 . 

中 国 古代 生 律 的 方法 叫做 三 分 损益 法 . 三 分 损益 法 与 古 希 腊 的 方法 本 质 上 是 一 样 的 . 
这 种 生 律 法 是 按 振动 物体 的 长 度 来 进行 音律 计算 的 , 即 根据 某 一 标准 音 的 管 长 或 强 长 依 
照 长 度 的 比例 来 计算 . 三 分 损益 法 包含 两 个 含义 : 

(1)“ 三 分 损 一 ”.“ 损 ”就 是 减 去 的 意思 .“ 三 分 损 一 ” 指 , 将 原 有 长 度 分 为 三 等 份 ,然后 


减 去 其 中 的 一 份 , 即 1 一 计 一 写 . 所 生 之 音 是 原 长 度 音 上 方 的 五 度 音 . 

(2)“ 三 分 益 一 ”.“ 益 "就 是 增加 的 意 恩 .“ 三 分 益 一 " 指 ,将 原 有 长 度 分 为 三 等 份 ,然后 
添加 其 中 的 一 份 , 即 1 十 地 一 信 . 所 生 之 音 是 原 长 度 音 下 方 的 四 度 音 . 

这 种 方法 是 以 3 为 除数 ,用 比例 2 : 3 和 3 : 4 作为 制定 音阶 的 依据 ,由 此 得 出 完整 的 
音阶 . 

3. 十 二 平均 律 

十 二 平均 律 的 生 律 法 是 精确 规定 八 度 的 比例 ,并 把 八 度 分 成 12 个 半音 ,使 相 邻 两 个 
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半音 的 频率 比 是 常数 . 设 C 的 频率 是 2, 于 是 c 的 频率 就 是 20. 如 果 后 、 前 两 个 相 邻 半音 
的 频率 之 比 是 a, 那 么 十 二 平均 律 用 数学 公式 写 出 来 ,各 个 半音 的 频率 就 分 别 是 
6, bas ba’s ba’, **, ba , ba™”=2b. 


由 最 后 一 项 ,得 到 


a!:=2 一 > a= V221. 059463. 
考虑 指数 郴 数 ( 图 8-3) 
1 z=b2' 〈0 委 上 委 1). 
7 令 二 瑟 , 襄 , 蕊 ,…, 巧 ,我 们 就 得 到 了 上 面 所 有 的 半音 . 如 果 把 音 
分 得 更 细 , 我 们 仍然 会 得 到 指数 函数 . 


不 知道 你 注意 到 没有 ,钢琴 的 弦 和 风琴 的 管 外 形 轮廓 都 是 指 
数 曲线 (图 8-4). 其 实 , 不 管弦 乐器 还 是 由 空气 柱 发 声 的 管乐器 ,它们 的 结构 都 旦 指数 曲线 
形状 . 原因 就 在 于 此 . 
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1. 梅森 的 定律 

古代 的 中 国 .希腊 .埃及 和 巴比伦 等 国都 对 蓄 振 动 做 了 研究 ,积累 了 不 少 知识 和 经 验 ， 
为 后 人 的 研究 奠定 了 很 好 的 基础 . 完整 的 研究 出 现在 17 世纪 ,是 由 梅森 完成 的 . 他 根据 前 
人 的 经 验 和 自己 的 研究 ,总 结 出 四 条 基本 定律 : 

(1) 带 振动 的 频率 与 缠 长 成 反比 . 这 就 是 说 ,对 密度 `. 粗 细 、 张 力 都 不 变 的 弦 , 增 加 它 
的 长 度 会 使 频率 降低 ,反之 会 使 频率 增加 . 

(2) 弱 振 动 的 频率 与 作用 在 弦 上 的 张力 的 平方 根 成 正比 . 演奏 家 在 演出 前 ,对 乐器 的 
弦 调 音 时 ,把 弦 时 而 拉 紧 ,时 而 放松 ,就 是 调整 弦 的 张力 ， 

(3) 弦 振动 的 频率 与 弦 的 直径 成 反比 . 这 就 是 说 ,在 弦 长 ,张力 固定 的 情况 下 ,直径 越 
长 ,频率 越 低 . 例如 ,小 提琴 的 四 条 弦 , 细 的 奏 高 音 , 粗 的 奏 低 音 . 

(4) 驼 振动 的 频率 与 纺 的 密度 的 平方 根 成 反比 ， 

一 切 弦乐器 的 制造 都 离 不 开 这 四 条 定律 . 

现在 回 到 乐器 的 形状 问题 . 我们 已 经 知道 ,声音 的 频率 依 指数 函数 变化 . 上面 的 讨论 
指出 , 弦 长 与 频率 成 反比 .两 者 结合 起 来 就 知道 ,乐器 的 弦 长 要 遵从 指数 曲线 . 这 是 因为 指 
数 函 数 的 倒数 仍 是 指数 函数 . 


2. 伟大 的 傅 里 叶 


从 毕 达 哥 拉 斯 时 代 到 19 世纪 ,数学 家 和 音乐 家 们 都 
试图 弄 清 音乐 乐 声 的 本 质 ,加 深 数学 和 音乐 二 者 之 间 的 
联系 .音阶 体系 .和 声学 理论 及 旋律 配合 法 得 到 了 广泛 细 
致 的 研究 ,并 且 建 立 了 完备 的 体系 . 从 数学 的 观点 看 ,这 
一 系列 研究 的 最 高 成 就 与 数学 家 传 里 叶 的 工作 分 不 开 . 
他 证 明了 ,无论 是 噪音 还 是 乐音 ,复杂 的 还 是 简单 的 ,都 
可 以 用 数学 的 语言 给 以 完全 地 描述 . 

傅 里 叶 是 如 何 建立 声音 的 数学 分 析 的 呢 ? 

1807 年 , 傅 里 叶 在 向 法 国 科学 院 呈 送 的 一 篇 论文 中 
给 出 了 一 个 对 物理 学 的 进步 至 关 重 要 的 定理 . 这 个 定理 
从 数学 上 给 出 了 处 理 空气 波动 的 方法 ,其 重要 性 可 与 牛 
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顿 提出 的 用 数学 方法 研究 天 体 运 动 的 重要 性 相 比 . 
3.， 简 谐 振动 


傅 里 叶 处 理 空气 波动 的 方法 如 何 与 音乐 相 联 系 呢 ? 我 们 先 来 看 看 最 简单 的 乐器 一 一 
音 又 是 如 何 发 声 , 如 何 传播 的 ,又 如 何 用 数学 公式 描述 它 . 

1) 音叉 的 振动 

用 小 锤 击 音叉 的 一 边 , 音 又 就 振动 起 来 ,并 发 出 声音 . 当 音 义 第 一 次 运动 到 右边 时 , 它 
就 撞击 阻碍 它 向 右 运 动 的 空气 分 子 , 使 那些 分 子 间 的 密度 加 大 . 这 种 现象 称 为 压缩 . 压缩 
的 空气 继续 向 右 移 动 , 直 到 不 拥挤 的 地 方 (图 8-5). 接着 音叉 又 向 左 运动 . 这 样 ,就 在 音 又 
原来 的 位 置 留 下 一 个 比较 大 的 地 方 ,右边 的 空气 分 子 就 向 这 里 涌 过 来 .于 是 ,在 这 些 空气 
分 子 先前 的 位 置 上 造成 了 一 个 稀薄 的 空间 . 这 种 现象 称 为 舒张 . 


图 8-5 


事实 上 , 音 又 的 每 一 次 振动 在 所 有 的 方向 上 都 产生 压缩 和 舒张 ,这 就 是 声波 .声波 把 
空气 进行 局 部 的 压缩 和 舒张 ,使 空气 周期 性 地 变 疏 和 变 密 . 这 种 声波 传 到 人 的 耳 条 里 ,对 
耳膜 产生 作用 ,我们 就 听 到 了 声音 . 

现在 的 问题 是 : 这 种 声音 能 不 能 用 一 个 数学 公式 表示 出 来 ? 如果 能 , 那 是 什么 样 的 
公式 呢 ? 

2) 简 谐振 动 

音义 的 振动 是 最 简单 的 周期 振动 . 与 它 同样 简单 的 周期 振动 还 有 单 摆 的 振动 .弹簧 的 
振动 . 它们 的 共同 特点 是 ,在 相等 的 时 间 间 隔 里 重复 自己 的 运动 . 这 类 振动 称 为 简 谐 振动 . 
描述 这 类 周期 振动 的 公式 具有 同一 个 形式 . 为 直观 计 ,我 们 取 弹 簧 的 周期 振动 做 模型 . 
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顺便 指出 ,对 简 谐 振动 的 研究 不 仅 为 乐 声 的 描述 提供 了 工具 , 它 首 先导 致 了 精确 计时 
钟 的 发 明 . 通过 实验 , 胡 克 掌握 了 弹簧 振动 的 基本 规律 ,发 现 了 弹性 力学 定律 . 16 世纪 50 
年 代 , 他 试 着 用 金属 弹簧 来 调整 钟 的 频率 . 但 是 ,第 一 个 用 弹簧 控制 的 时 钟 却 是 丹麦 物理 
学 家 惠 更 斯 建造 的 . 惠 更 斯 的 办 法 是 使 用 盘旋 的 弹簧 . 这 种 办 法 至 今 仍 在 机 械 手 表 里 
使 用 . 


4. 弹簧 的 振动 


考虑 一 个 被 压缩 和 拉 长 的 弹簧 ,并 取 平 衡 位置 为 坐标 原点 (图 8-6). 根据 胡 克 定律 , 作 
用 力 下 与 弹 得 的 压缩 或 伸 长 量 zx 成 正比 : 
F=—kg; (8. 1) 
其 中 xz 的 值 对 伸 长 为 正 , 对 压缩 为 负 ; 常 数 & 二 0 叫做 弹簧 常数 ,是 弹簧 劲 度 的 度量 ,弹簧 
越 硬 ,k 的 值 就 越 大 . 再 设 连 在 弹簧 上 的 物体 M 的 质量 为 m. 这 个 系统 的 特点 是 , 当 物 体 
M 受 扰动 离开 平衡 位 置 后 ,在 弹力 的 作用 下 ,系统 趋 于 回 到 平衡 位 置 . 但 由 于 惯性 的 作 
用 ,M 会 超越 平衡 点 继续 运动 . M 超越 平衡 点 后 ,弹力 再 次 作用 使 之 回 到 平衡 点 . 结果 , 系 
统 就 来 回 振动 起 来 ,与 音义 的 振动 一 样 . 物体 M 的 水 平 位 置 x 是 时 间 t 的 函数 : x 二 x(2). 
z(O 的 变化 规律 是 什么 呢 ? 图 8-7 是 一 种 记录 x(1) 变 化 规律 的 实验 , 它 描 绘 出 一 条 曲线 ， 
这 条 曲线 很 像 正 弦 曲 线 . 它 是 正弦 曲线 吗 ? 我 们 来 做 一 些 数学 分 析 . 
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要 从 数学 上 确定 这 条 曲线 ,需要 牛顿 第 二 定律 一 ma. 这 里 ,加 速度 a 是 位 移 函 数 的 
二 阶 导数 : a 一 人. 考虑 弹力 公式 (8. 1) ,我 们 有 


dd d?. k 
we 
其 中 了 = xD0). 令 双 一 全 , 则 上 面 的 方程 可 写 为 
2 
5 一 一 orz (8. 2) 


这 是 一 个 含有 未 知 函 数 导数 的 方程 , 称 之 为 微分 方程 . 这 个 方程 的 解 x(z) 的 一 个 重要 特点 
是 ,二 阶 导数 与 函数 本 身 的 负 值 成 正比 . 这 个 函数 是 什么 函数 呢 ?” 猜 一 猜 ! 
从 初等 微 积分 我 们 已 经 知道 ,正弦 函数 和 余弦 函数 具有 这 一 特点 : 


d’ d’ 
dg — sin0, dg 50™= 一 Cos0. 


以 此 作为 出 发 点 ,我 们 猜测 方程 (8.2) 的 解 是 正弦 函数 或 余弦 函数 是 合乎 情理 的 . 事实 上 ， 
它 的 解 取 下 述 形式 
X(t) 二 Csinwt 十 Decoswt (C,D 为 常数 ) 
或 
ZX(1) 二 Asin(wt 十 pg) (A 为 常数 ). (8. 3) 

直接 把 它 代 入 方程 (8. 2) 中 验算 ,就 知道 结果 是 正确 的 . 

下 面 给 出 几 个 名 词 的 解释 . 

公式 (8.3) 中 的 A 叫做 振幅 , 它 表示 弹簧 振动 的 幅度 .w 叫做 圆 频 率 , 也 叫做 角 频 率 . 
角 频 率 是 做 圆周 运动 的 物体 在 单位 时 间 内 通过 的 角度 (以 弧度 为 单位 ). 而 角 频 率 则 与 做 
简 谐 运动 的 物体 每 秒 振动 的 次 数 f 密切 相关 .关系 是 这 样 的 : 做 圆周 运动 的 物体 在 回 到 
出 发 点 时 通过 了 2r 弧度 ,由 于 2r 弧度 对 应 于 一 个 周期 ,所 以 


ow 
f= gi 


了 叫做 频率 . 完成 一 次 振动 的 时 间 叫 做 周期 , 记 为 工 频率 和 周期 工 互 为 倒数 : 


T= 1/f. 
例 1 如 果 受 音 又 的 作用 ,理想 空气 分 子 运动 的 振幅 是 0. 001 ,频率 f 是 200 赫兹 , 那 
么 圆 频率 w 是 400r, 从 而 音叉 声音 的 公式 是 
y 王 0. 001sin400rt. 


eee 


Se 
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5， 傅 里 叶 定 理 


长 第 单簧管、 小提琴、 钢琴 发 出 的 声音 各 不 相同 ,怎样 从 数学 上 给 以 说 明 呢 ? 观察 各 
种 声音 的 图 形 ,可 以 得 到 问题 的 部 分 答案 . 所 有 声音 的 图 形 , 人 的 声音 也 包括 在 内 ,都 表现 
出 某 种 规律 性 . 这 种 规律 性 是 ,每 一 种 声音 的 图 形 在 1 秒 钟 内 都 准确 地 重复 若干 次 . 图 8-8 
是 一 个 例子 , 即 小 提琴 的 声音 的 图 形 , 它 表现 出 重复 现象 . 这 种 声音 听 来 是 悦耳 的 . 相反 
地 ,噪音 具有 高 度 的 不 规则 性 . 所 有 具有 图 形 上 的 规则 性 或 具有 周期 性 的 声音 称 为 乐音 ， 
不 管 这 些 声音 是 如 何 产生 的 . 这 样 ,通过 图 形 我 们 把 乐音 和 噪音 区 分 开 了 . 
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傅 里 叶 定 理 说 ,任何 一 个 周期 函数 f(w) 都 可 以 表示 为 形 如 (8. 3) 的 正弦 函数 之 和 ,而 
且 正 兹 函数 的 各 项 的 圆 频率 是 其 中 圆 频率 最 低 一 项 的 圆 频率 的 倍数 . 如 果 最 低 一 项 的 圆 
频率 是 w, 那 么 其 他 项 的 圆 频率 是 2w,3w,…. 写成 数学 公式 是 


瑚 母 二 林寺 2 AnsinCnot 十 m)， (8. 4) 


其 中 是 常数 . 这 个 级 数 叫做 傅 里 时 级 数 ， 
一 个 周期 函数 可 以 表示 成 正弦 函数 的 和 ,这 是 令 人 惊讶 的 . 作者 在 大 学 学 习 数 学 分 析 
时 深 感 这 一 结果 出 乎 意料 . 下 面 的 简单 例子 会 给 出 某 些 直观 说 明 . 


例 2 函数 (图 8-9) f0 
=]y 0 1 

/lo 0, 士 r， 

Ls (Oe 


的 傅 里 叶 展 式 是 
(DO 一 全 (sint 十 村 sin3t 十 寺 sin5t 十 …)， 图 83-9 
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图 8-10 显示 了 从 傅 里 叶 级 数 中 取 1,2,3,4 项 逐 
步 逼 近 f(?) 的 结果 . 
我 们 知道 ,任何 乐音 都 是 周期 函数 ,因此 任 


何 乐 音 都 可 以 表示 为 简单 的 正弦 函数 之 和 ，. 

例 3 小 提 雁 奏 出 的 乐 声 如 图 8-8 所 示 , 它 
的 傅 里 叶 展 式 基 本 上 是 

大门 s0.06sin1000rt 十 0. 02sin2000xt 

十 0. 01sin3000xt. 

傅 里 叶 定 理 的 意义 是 什么 呢 ? 它 指出 , 任 
何 乐音 都 是 形 如 Asin(wt 十 gp) 的 各 项 之 和 ,其 中 
每 一 项 都 代表 一 种 有 适当 频率 和 振幅 的 简单 声 


音 , 例 如 由 音叉 发 出 的 声音 . 因此 ,这 个 定理 表 
明 , 每 一 种 声音 ,不 管 它 多 么 复杂 ,都 是 一 些 简 
单 声音 的 组 合 . 乐音 的 复合 特征 可 以 通过 试验 
得 到 证 实 . 例 3 的 小 提琴 的 声音 可 以 由 三 个 具 
有 适当 音量 ,频率 分 别 是 500 赫兹 ,1000 赫兹 和 
1500 赫 效 的 音叉 同时 发 声 而 产生 . 因此 ,从 理论 
上 讲 , 完 全 可 以 由 音叉 来 演奏 贝多 芬 的 第 九 交 
啊 曲 . 


这 是 傅 里 叶 定 理 的 一 个 令 人 惊奇 的 应 用 ! 
这 样 ,任何 复杂 的 乐音 都 能 由 简单 声音 经 适当 组 合 而 成 . 单 音 称 为 声音 中 的 泛音 . 在 
这 些 泛 音 中 ,频率 最 低 的 一 个 称 为 基 音 ;频率 次 高 的 一 个 称 为 
第 二 泛音 , 它 的 频率 是 基 音 频率 的 二 倍 ;接着 是 第 三 泛音 , 它 的 
频率 是 基 音 频率 的 三 售 ;等 等 . | 
乐音 与 噪音 的 主要 区 别 是 ,乐音 的 声波 随时 间 呈 周期 变 ”是 现代 分 析 学 最 美妙 
化 ,噪音 则 不 是 . 乐音 有 固定 的 频率 , 听 起 来 使 人 产生 有 固定 音 ”的 结果 之 一 ,也 可 以 说 


傅 里 叶 定 理 不 仅 


高 的 感觉 .和 谐 的 感觉 ;噪音 听 起 来 不 和 谐 . 不 悦耳 ,是 缺乏 固 它 为 解决 物理 学 中 几 
定 音 高 的 感觉 . 将 复合 音 分 解 为 泛音 可 以 帮助 我 们 用 数学 方法 。 平 每 一 个 难题 提供 了 
描述 乐音 的 主要 特征 . 一 种 不 可 缺少 的 工具 . 

乐音 有 四 个 要 素 : 音调 或 音 高 .音响 或 音量 .音色 或 音质 、 威廉 . 汤姆 森 
时 值 . 


( William Thomson ) 


当 我 们 说 一 个 声音 是 高 还 是 低 时 指 的 是 它 的 音调 . 钢琴 的 


3 
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声音 按照 键盘 从 左 到 右 的 顺序 从 低音 上 升 到 高 音 . 音调 主要 是 由 振动 频率 决定 的 ,也 就 是 
由 或 决定 的 ,但 它 不 是 严格 按 比 例 对 应 的 .一 般 认为 ,频率 增高 到 二 售 , 音 调 听 起 来 
高 一 个 八 度 . 这 仅仅 在 中 频段 里 是 这 样 . 在 高 音 部 分 , 听 感 偏 低 , 所 以 要 把 频率 调 高 ,以 适 
应 人 的 耳 休 . 低音 段 则 听 感 偏 高 ,所 以 需要 把 频率 调 低 一 些 . 对 一 个 复合 音 而 言 , 它 的 音调 
是 由 基 音 的 频率 决定 的 . 在 前 面 的 小 提琴 例子 中 ,这 些 泛音 对 应 的 频率 分 别 是 500 赫兹 ， 
1000 赫兹 ,1500 赫兹 . 这 意味 着 , 当 基 音 的 图 形 完成 一 个 周期 时 ,第 二 个 泛音 的 图 形 将 完 


成 两 个 周期 ,第 三 个 泛音 将 完成 三 个 周期 . 因此 , 当 且 仅 当 基 音 经 过 了 了 秒 后 ,复合 图 形 


重复 一 次 ,空气 分 子 又 将 循环 运动 .所 以 ,复合 音 的 音调 由 基 音 决定 . 

音响 或 音量 与 声波 振幅 A, 的 平方 成 正比 ,振幅 越 大 , 听 起 来 响 度 就 越 大 .但 这 两 者 也 
不 是 按 比 例 对 应 的 . 

对 公式 中 的 初 相位 g, 人 的 耳 打 一 般 觉 察 不 出 来 . 

一 个 声音 的 音色 是 使 它 与 男 外 具有 相同 的 音调 和 音量 的 声音 区 别 开 来 的 性 质 . 一 名 
小 提琴 师 和 一 名 笛 手 演奏 出 相同 音调 和 音量 的 歌曲 时 ,我们 很 容易 将 它们 区 分 开 来 . 乐音 
的 音色 影响 图 形 的 形状 . 对 同一 音调 和 音量 ,不 同 的 乐器 所 发 出 的 声音 的 图 形 具 有 相同 的 
周期 和 振幅 ,但 形状 不 同 . 

乐音 图 形 的 形状 ,部 分 地 依赖 于 泛音 ,部 分 地 依赖 于 泛音 的 相对 强度 . 有 些 乐 器 第 二 
泛音 的 振幅 可 能 很 小 , 它 对 整个 图 形 影 响 不 大 . 例如 ,在 长 笛 的 高 音 中 ,除了 基 音 外 ,所 有 
的 泛音 都 很 弱 . 

时 值 指 振动 的 延续 时 间 . 

现在 我 们 已 经 知道 了 ,不 仅 一 般 乐 音 的 本 质 ,而 且 它 们 的 结构 和 主要 性 质 都 具有 数学 
上 的 特征 . 

欧 几 里 得 以 五 条 公理 和 五 条 公设 总 结 了 整个 欧 氏 几何 ,不 管 多 么 复杂 的 几何 定理 都 
可 以 从 这 五 条 公理 和 五 条 公设 中 推导 出 来 . 牛顿 给 出 了 三 条 定律 ,对 整个 力学 做 了 本 质 上 
的 概括 . 这 些 功 绩 都 是 开天辟地 之 功 . 傅 里 叶 的 定理 具有 同样 的 地 位 . 自从 有 了 传 里 叶 定 
理 , 世 界 上 的 乐音 一 下 子 变 得 简单 了 .不 管 是 鸟 啼 、 人 语 或 是 钢琴 的 鸣 奏 ,都 可 以 归结 为 简 
单 声音 的 组 合 , 这 些 简 单 声音 用 数学 表示 就 是 正弦 函数 . 人 们 终于 认识 到 ,世界 上 的 声音 
是 如 此 丰富 , 却 又 如 此 简单 ! 

分 解 而 又 组 合 , 这 不 正 是 笛 卡 儿 的 方法 吗 ? 


6. 大 自然 的 统一 性 
大 自然 充满 了 神奇 的 统一 性 .不仅 乐音 可 以 用 正 强 函数 来 描述 ,电流 也 可 以 用 正弦 函 
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数 来 描述 .事实 上 ,电流 与 时 间 的 关系 是 
I= Asinwt. 
这 与 音 又 的 振动 具有 相同 的 形式 . 正 是 这 种 统一 性 使 声音 可 以 转变 为 电流 . 这 就 使 声音 的 
录制 .传播 .接收 和 复原 成 为 可 能 . 这 样 , 你 可 以 在 元 旦 晚上 坐 在 电视 机 旁 欣 赏 维也纳 的 新 
年 音乐 会 ;你 可 以 在 散步 时 通过 随身 听 接 收 中 央 台 的 音乐 节目 ;你 可 以 使 用 手机 和 你 的 朋 
友 通 话 .但 是 ,很 少 人 想到 傅 里 叶 的 贡献 ,想到 数学 的 作用 . 数学 是 一 种 看 不 见 的 文化 . 
考察 一 下 对 人 类 生活 的 实际 影响 ,我 们 会 发 现 傅 里 叶 的 影响 超过 了 牛顿 . 


7. 麦克 斯 书 的 功绩 


北京 和 维也纳 相隔 万 里 ,但 是 元 旦 晚上 你 可 以 坐 在 家 里 欣赏 维也纳 的 新 年 音乐 会 . 这 
是 谁 的 功绩 ?如果 没 有 麦克 斯 韦 (J. C. Maxwell，1831 一 1879) 预 见 到 电磁 波 的 存在 (这 又 
是 数学 的 功绩 !) ,并 由 赫兹 (H. R. Hertz，1857 一 1894) 实 现 ,声音 的 传送 是 不 可 能 的 . 


8. 小 结 


(1) 在 听 音 乐 会 的 时 候 , 大 多 数 人 是 想不到 音乐 的 数学 分 析 的 . 但 是 需要 指出 ,上 面 
的 介绍 只 涉及 了 音乐 的 数学 分 析 的 一 部 分 ,并 没有 涉及 声音 的 录制 .传播 .接收 和 复原 的 
问题 这 是 数学 对 音乐 影响 的 另 一 部 分 . 数学 是 一 个 本 质 因素 ,但 是 只 有 数学 也 不 能 
奏效 . 

(2) 两 个 交互 作用 : 

。 数学 世界 .物理 世界 .艺术 世界 的 交互 作用 产生 了 音乐 理论 和 音乐 作品 ; 

。 数学 世界 、 物 理 世 界 技术 世界 的 交互 作用 产生 了 音乐 技术 和 美妙 的 乐器 ,以 及 声 
音 的 录制 ,传播 ,接收 和 复原 . 

(3) 从 认识 论 的 角度 看 ,任何 复杂 事物 都 由 简单 事物 合成 . 音乐 也 是 这 样 ,不 管 多 么 
复杂 的 音乐 都 可 化 归 为 音叉 振动 的 组 合 . 


第 人 雪 章 非 欧 几何 的 诞生 
及 影响 


欧 几 里 得 的 第 五 公设 “也 许 是 科学 史上 最 重要 的 一 句 话 ”. 
C.J. Keyser 
上 个 世纪 最 富有 启发 性 和 最 值得 注意 的 成 就 就 是 非 欧 几 里 得 几何 的 发 现 . 
D. 希 尔 伯 特 
罗 巴 切 夫 斯 基 的 理论 是 他 的 同时 代 人 无 法 理解 的 ,因为 它 看 来 与 一 种 仅仅 
被 几 千 年 来 视 若 神明 的 偏见 认为 必要 的 公理 相 了 矛盾. 


罗 巴 切 夫 斯 基 著 作 的 编者 
我 已 得 到 了 如 此 奇怪 的 发 现 , 使 我 自己 也 为 此 惊讶 不 已 ;我 从 无 有 中 创造 了 

另 一 个 新 世界 . 
J. 波 尔 约 


81 欧 氏 几何 回顾 


欧 氏 几何 现在 仍 是 中 等 教育 中 几何 教育 的 核心 . 认 清 欧 氏 几何 的 地 位 和 作用 , 它 的 主 
要 成 果 是 什么 , 它 的 缺陷 是 什么 ,以 及 非 欧 几何 的 地 位 和 作用 ,对 几何 教育 的 改革 具有 重 
要 的 意义 . 所 以 我 们 需要 先 对 欧 氏 几何 做 一 认真 回顾 . 


1. 欧 氏 几何 的 内 容 


《几何 原本 》 共 十 三 卷 , 除 其 中 第 五 七, 八 \ 九 .十 卷 是 讲授 比例 和 算术 理论 外 ,其 余 各 
卷 都 是 讲授 几何 内 容 的 . 第 一 卷 包含 平行 线 、 三 角形 .平行 四 边 形 的 定理 ;第 二 卷 主 要 是 毕 
达 哥 拉 斯 定理 及 其 应 用 ;第 三 卷 讲 授 圆 的 定理 ;第 四 卷 讨 论 圆 的 内 接 与 外 切 多 边 形 定 理 ; 


144 


“第 9 章 非 欧 几 何 的 诞生 及 影响 


第 六 卷 的 内 容 是 相似 形 的 理论 ;最 后 三 卷 是 立体 几何 . 
欧 几 里 得 在 4 几何 原本 》 里 列 出 了 131 个 定义 ,5 条 公设 ,5 条 公理 ,465 个 命题 和 54 
道 作 图 题 ,其 具体 的 内 容 分 布 如 表 9-1 所 示 . 
表 9-1 《几何 原本 》 的 主要 内 容 


卷 号 

第 一 卷 几何 基础 
第 二 卷 几何 与 代数 
第 三 卷 圆 与 角 

第 四 卷 圆 与 正 多 边 形 
第 五 卷 比例 

第 六 卷 相似 

第 七 卷 数论 (一 ) 
第 八 卷 数论 (二 ) 
第 九 卷 数论 (三 ) 
第 十 卷 无 理 量 

第 十 一 卷 立体 几何 
第 十 二 卷 立体 的 测量 
第 十 三 卷 建 正 多 面体 


总 计 


《几何 原本 》 是 由 定义 .公设 .公理 .定理 组 成 的 演绎 推理 体系 ,其 中 最 引 人 注 目的 是 5 
条 公设 和 5 条 公理 . 它们 依次 是 : 
公设 1 给 定 两 点 ,可 连接 一 线段 . 
公设 2 ”线段 可 无 限 延 长 . 
a 公设 3 给 定 一 点 为 中 心 和 通过 任意 另 一 点 可 以 作 一 圆 . 
公设 4 所 有 直角 彼此 相等 . 
公设 5 如 一 条 直线 与 两 条 直线 相交 ,并 且 在 同 侧 所 交 出 的 
和 两 内 角 之 和 小 于 两 个 直角 , 则 这 两 条 直线 无 限 延 长 后 必 在 该 侧 
图 9-1 相交 (图 9-1). 


$1 欧 氏 几何 回顾 ， 


公理 1 等 于 同 量 的 量 彼 此 相等 . 

公理 2 等 量 加 等 量 ,其 和 相等 . 

公理 3 等 量 减 等 量 , 其 差 相 等 . 

公理 4 彼此 重合 的 东西 一 定 相等 . 

公理 5 整体 大 于 部 分 . 

由 此 我 们 看 到 ,前 三 条 公设 限定 了 用 圆规 和 无 刻度 的 直 尺 可 以 完成 哪些 作 图 . 因此 这 
两 件 仪器 被 称 为 欧 几 里 得 工具 ,使 用 它们 可 以 完成 的 作 图 称 为 欧 儿 里 得 作 图 . 这 种 作 图 增 
加 了 几何 学 的 趣味 . 人 们 曾 花费 了 大 量 的 精力 去 解决 几何 三 大 难题 ,尽管 是 徒劳 的 ,但 从 
各 方面 推动 了 数学 的 发 展 . 


2. 欧 氏 几何 的 历史 地 位 


欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 被 称 为 数学 家 的 圣经 ,在 数学 中 乃至 人 类 科学 史上 具有 无 与 
伦比 的 崇高 地 位 . 它 的 主要 贡献 是 什么 呢 ? 

(1) 成 功 地 将 零散 的 数学 理论 编 为 一 个 从 基本 假定 到 复杂 结论 的 整体 结构 . 

(2) 对 命题 做 了 公理 化 演绎 . 从 定义 、 公 理 、 公 设 出 发 建立 了 几何 学 的 逻辑 体系 ,并 成 
为 其 后 所 有 数学 的 范本 . 

(3) 几 个 世纪 以 来 ,已 成 为 训练 还 辑 推 理 的 最 有 力 的 教育 手段 . 

欧 氏 几何 是 演绎 数学 的 开始 . 演绎 方法 是 组 织 数学 的 最 好 方法 , 它 可 以 极 大 程度 地 消 
除 我 们 认识 上 的 不 清和 错误 .如 果 有 怀疑 的 地 方 , 那 就 回归 到 基础 概念 和 公理 ,看 看 在 哪 
一 步 出 了 问题 . 德国 学 者 赫 尔 姆 截 斯 说 过 : 

“人 类 各 种 知识 中 ,没有 哪 一 种 知识 发 展 到 了 几何 学 这 样 完 善 的 地 步 …… 没 有 哪 一 种 
知识 像 几 何 学 一 样 受到 这 样 少 的 批评 和 怀疑 .” 

整个 世界 从 这 部 经 典 中 学 到 了 证 明 的 概念 和 数学 知识 整体 的 逻辑 结构 的 概念 ,当然 
也 学 到 了 宝贵 的 知识 . 


3. 《几何 原本 》 在 中 国 


《几何 原本 》 除 了 在 西方 文明 中 影响 深远 外 ,在 东方 也 有 不 小 的 影响 力 .《 几 何 原本 》 最 
初 传 入 中 国 是 在 明代 ,当时 身 在 中 国 的 意大利 传教 士 利 玛 罕 (R. Matteo，1552 一 1610) 与 
明代 学 者 徐光启 (1562 一 1633) 合 译 了 前 六 卷 , 于 1607 年 出 版 ,中 文 译文 书 名 为 《几何 原 
本 》. 书 的 译 者 徐光启 对 其 评价 极 高 : 

“此 书 有 四 不 必 : 不 必 疑 ,不 必 揣 ,不 必 试 ,不 必 改 ;有 四 不 可 得 : 欲 脱 之 不 可 得 , 欲 驶 
之 不 可 得 , 欲 减 之 不 可 得 ,和 欲 前 后 更 置 之 不 可 得 ;有 三 至 三 能 : 似 至 蜂 实 至 明 , 故 能 以 其 明 
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明 他 物 之 至 上 ; 似 至 繁 实 至 简 , 故 能 以 其 简 简 他 物 之 至 繁 ; 似 至 难 实 至 易 , 故 能 以 其 力 易 他 
物 之 至 难 . 易 生 于 简 , 简 生 于 明 , 综 其 妙 在 明 而 已 .” 

作为 最 早 流 和 人 中国 的 西方 科学 著作 ,《 几何 原本 》 在 中 国 的 传播 为 这 个 有 着 古老 灿烂 
文明 的 东方 古国 打开 了 通 向 西方 文明 的 大 门 ,中 国人 从 此 开始 接触 学 习 西 方 的 先进 文明 . 


s 2 ” 非 欧 几 何 的 缘起 


1. 平行 公设 引起 的 思考 


欧 几 里 得 的 公设 1 一 4 都 很 容易 地 被 人 们 接受 了 , 唯 独 公 设 5 一 一 平行 公设 或 第 五 公 
设 , 从 一 开始 就 受到 人 们 的 怀疑 . 实际 上 受到 质疑 的 不 是 欧 几 里 得 的 陈述 ,而 是 将 它 列 为 
公设 .古代 就 有 人 说 :“ 它 完全 应 该 从 公设 中 剔除 ,因为 它 是 一 条 定理 …… ”的 确 , 这 一 公 
设 看 起 来 确 像 一 条 定理 , 它 的 陈述 性 语言 就 占 了 一 大 半 . 

对 平行 公设 的 研究 导致 了 非 欧 几何 的 诞生 . 这 段 历史 大 致 可 以 分 为 四 个 时 期 : 

(1) 寻求 平行 公设 的 证 明 时 期 ; 

(2) 非 欧 几何 的 孕育 时 期 ; 

(3) 非 欧 几何 的 诞生 时 期 ; 

(4) 非 欧 几何 的 确认 时 期 . 


2. 从 《 儿 何 原本 》 的 诞生 到 18 世纪 


这 期 间 对 平行 公设 的 研究 有 两 种 途径 : 一 是 用 更 为 自明 的 命题 代替 平行 公设 ;二 是 
企图 从 欧 几 里 得 的 其 他 几 个 公设 中 推导 出 平行 公设 来 . 

多 年 来 提出 的 替代 公设 有 : 

(1) 存在 一 对 同 平面 直线 彼此 处 处 等 距离 ; 

(2) 过 已 知 直线 外 的 已 知 点 只 能 作 一 条 直线 平行 于 已 知 直 线 ; 

(3) 存在 一 对 相似 但 不 全 等 的 三 角形 ; 

(4) 如 果 有 一 个 四 边 形 有 一 对 对 边 相 等 ,并 且 它 们 与 第 三 边 构成 的 角 均 为 直角 , 则 余 
下 的 两 个 角 也 是 直角 ; 

(5) 如 果 四 边 形 有 三 个 角 是 直角 , 则 第 四 个 角 也 是 直角 ; 

(6) 至 少 存在 一 个 三 角形 ,其 三 个 内 角 之 和 等 于 二 直角 ; 

(7) 过 任何 三 个 不 在 同一 直线 上 的 点 可 作 一 个 圆 ; 

(8) 三 角形 的 面积 无 上 限 . 
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今天 中 学 几何 课本 中 最 嘉 欢 用 的 是 上 述 的 (2). 人 们 把 它 归 功 于 苏格兰 物理 学 家 和 数 
学 家 普 雷 非 尔 (J. Playfair, 1748 一 1819). 

多 少 个 世纪 以 来 ,从 欧 几 里 得 的 其 他 公设 推出 平行 公设 的 尝试 是 如 此 之 多 ,尝试 者 
差不多 够 一 个 军团 ,所 有 这 些 党 试 均 告 失败 ,其 中 绝 大 多 数 或 迟 或 早 依 靠 了 与 该 公设 本 
身 等 价 的 隐 含 假定 . 这 些 工 作 的 绝 大 多 数 对 数学 思想 的 发 展 没 有 什么 现实 意义 . 直到 
1733 年 ,意大利 人 萨 谢 利 (G. Saccheri，1667 一 1733) 才 做 了 关于 平行 公设 值得 注意 的 
研究 成 果 . 

3， 非 欧 几 何 的 孕育 时 期 


在 第 一 时 期 虽然 没有 得 出 实质 性 的 成 果 , 但 却 积 累 了 大 量 的 经 验 与 资料 . 第 二 时 期 的 
主要 代表 人 物 是 萨 谢 利 、 兰 伯 特 (J. H. Lambert, 1728 一 1777) 和 勒 让 德 (A. M. Legendre， 
1752 一 1833) 等 人 . 

萨 谢 利 1667 年 出 生 于 意大利 的 圣 拉 蒙 ,少年 早熟 ,23 岁 就 完成 了 其 耶稣 会 神职 的 见 
习 期 ,然后 一 直 在 大 学 担任 教学 职务 . 在 米兰 的 耶稣 会 学 院 中 讲授 修辞 学 .哲学 和 神学 时 ， 
他 读 了 欧 几 里 得 的 4 几何 原本 》, 并 且 醇 心 于 强 有 力 的 归 廖 法 . 稍 迟 ,在 都 灵 教 哲 学 时 ,他 发 
表 了 《人 逻辑 证 明 》(Logica Demonstratioa ) 一 书 , 其 中 的 主要 改进 是 应 用 归 廖 法 来 处 理 形式 
逻辑 . 几 年 以 后 ,在 帕 维 亚 大 学 任 数 学 教授 时 ,他 把 他 喜爱 的 归 廖 法 用 于 对 欧 几 里 得 平行 
公设 的 研究 . 他 为 这 项 工作 做 了 很 好 的 准备 : 在 其 较 早 的 关于 逻辑 的 著作 中 已 经 灵活 地 
处 理 了 定义 和 公设 这 类 事物 . 他 还 熟悉 其 他 人 讨论 平行 公设 的 著作 ,并且 成 功 地 指出 了 在 
埃 得 CN.Eddin，1201 一 1274) 和 沃 利 斯 (J. Wallis, 1616 一 1703) 的 尝试 中 的 廖 误 . 

在 曾经 人 赋 究 过 和 否定 欧 几 里 得 平行 公设 会 得 到 什么 样 的 “ 移 
结果 的 人 当中 , 萨 谢 利 显然 是 第 一 个 试图 应 用 归 详 法 来 证 
明 这 一 著名 公设 的 .他 的 研究 结果 写 在 题 为 《排除 任何 廖 误 
的 欧 几 里 得 》 的 一 本 小 书 中 ,这 本 书 是 于 1733 年 作者 去 世 
前 儿 个 月 在 米兰 出 版 的 .在 这 一 著作 中 , 萨 谢 利 承 认 《 几 何 


原本 ) 的 前 28 个 命题 ,证 明 这 些 命题 不 需要 平行 公设 . 借助 1 
于 这 些 定理 ,他 研究 等 腰 双 直角 四 边 形 , 即 四 边 形 ABCD 
(图 9-2) ,在 其 中 4AC=BD, 且 一 A 和 人 B 均 为 直角 . 作对 角 


线 AD 和 BC ,再 利用 全 等 定理 (包含 在 欧 几 里 得 的 前 28 个 命题 中 ) , 萨 谢 利 容 易 地 证 明 
了 : 人 C 二 人 D. 但 无 法 确定 这 两 个 角 的 大 小 . 当然 ,作为 平行 公设 的 推论 ,可 推出 这 两 个 
角 均 为 直角 ,但 是 他 不 想 采 用 此 公设 的 假定 . 因此 这 两 角 可 能 均 为 直角 、 均 为 印 角 或 均 为 
锐角 . 萨 谢 利 在 这 里 坚持 了 开放 的 思想 ,并 且 把 这 三 种 可 能 性 命名 为 直角 假定 、 钝 角 假 定 
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和 锐角 假定 . 他 的 计划 是 ,以 证 明 后 两 个 假定 导致 矛盾 来 排除 这 两 种 可 能 ,然后 根据 归 雇 
法 就 只 剩 下 第 一 个 假定 了 . 而 这 个 假定 等 价 于 欧 几 里 得 平行 公设 ,这 么 一 来 ,平行 公设 就 
被 证 明了 , 欧 几 里 得 公设 的 缺陷 就 被 排除 了 . 

了 萨 谢 利 以 其 娴熟 的 几何 技巧 和 卓越 的 逻辑 洞察 力 证 明了 许多 定理 . 现 将 其 中 较 重要 
者 列举 如 下 : 

直角 假定 一 > 三 角形 内 角 和 等 于 两 直角 


一 > 给 定 一 条 直线 和 线 外 一 点 ,过 该 点 有 一 条 直线 与 该 直线 不 相交 
一 > 立 于 固定 直线 上 的 定 长 垂 线 的 顶点 轨迹 是 一 条 直线 ; 
钝 角 假 定 ==> 三 角形 内 角 和 大 于 两 直角 
< 一 没有 平行 线 
< 一 立 于 固定 直线 上 的 定 长 垂 线 的 顶点 轨迹 是 凸 曲线 ; 
锐角 假定 二 > 三 角形 内 角 和 小 于 两 直角 
< 一 给 定 一 条 直线 和 线 外 一 点 ,过 该 点 有 无 穷 多 条 直线 与 该 直线 不 相交 


< 立 于 固定 直线 上 的 定 长 重 线 的 顶点 轨迹 是 凹 曲 线 . 
可 惜 的 是 , 萨 谢 利 的 著作 没有 带 来 多 大 影响 ,并 且 没 过 多 久 就 被 人 们 遗忘 了 ,直到 1889 年 
才 被 他 的 同胞 贝尔 特 拉 米 (E. Beltrami, 1835 一 1900) 戏 剧 般 地 给 予 了 新 的 生命 . 
. 1766 年 , 萨 谢 利 发 表 其 著作 之 后 33 年 ,瑞士 数学 家 兰 伯 
特写 了 一 本 题 为 (平行 线 理论 ) 的 著作 ,做 了 类 似 的 研究 ;不 过 ， 
这 部 著作 在 兰 伯 特 死 后 11 年 才 发 表 . 兰 伯 特 选 作 基础 图 形 的 
是 三 直角 四 边 形 (图 9-3) ,他 按照 三 直角 四 边 形 的 第 四 个 角 是 
吉 角 、 钝 角 或 锐角 做 了 三 个 不 同 的 假定 . 


加 笃 伯 特 和 萨 谢 利 都 在 凶 角 和 锐角 的 假定 下 推 洽 出 了 不 少 
4 2 命题 ,然而 , 兰 伯 特 走 得 更 远 . 例如 ,和 萨 谢 利 一 样 ,他 证 明了 : 
人 在 这 三 个 假定 下 分 别 可 推出 三 角形 内 角 和 等 于 、 大 于 或 小 于 两 


直角 ;然而 ,他 进一步 证 明了 : 在 钝 角 假 定 下 大 于 两 个 直角 的 超出 量 和 在 锐角 假定 下 小 于 
两 个 直角 的 亏 量 均 与 三 角形 的 面积 成 正比 . 他 看 到 由 钝 角 假 定 推 出 的 几何 与 球面 几何 的 
类 似 之 点 : 在 球面 几何 中 ,三 角形 的 面积 与 其 球面 角 和 鱼 成 正比 . 他 还 猜测 : 由 锐角 假定 推 
出 的 几何 也 许 能 在 虚 闭 径 的 球 上 被 证 实 . 这 也 猜 对 了 . 

兰 伯 特 和 萨 谢 利 一 样 : 以 默认 直线 为 无 限 长 这 个 假定 来 取消 钝 角 假 定 . 

兰 伯 特 的 几何 观点 是 十 分 先进 的 . 他 认识 到 任何 一 组 假设 如 果 不 导 致 耶 盾 的 话 ,一定 
提供 一 种 可 能 的 几何 . 

用 归 惧 法 证 明 欧 几 里 得 平行 公设 的 第 三 个 晶 越 的 贡献 是 由 法 国 著名 数学 家 勒 让 德 作 


83 非 欧 几 何 的 确立 


出 的 . 他 对 一 特殊 的 三 角形 的 内 角 和 做 出 三 个 不 同 的 假定 : 等 于 、 大 于 或 小 于 两 直角 . 他 
隐 含 地 承认 直线 的 无 限 性 ,因而 取消 第 二 假定 ;但 是 ,尽管 他 做 了 种 种 尝试 ,还 是 没 法 排除 

勒 让 德 的 男 一 个 重要 员 献 是 他 的 备 受 欢迎 的 车 作 《 几何 学 基本 原理 》(Elements de 
Geometrie) 于 1794 年 出 版 第 一 版 . 他 对 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 做 了 教学 法 上 的 改进 , 重 
新 安排 和 简化 了 许多 命题 ,成 为 现在 流行 的 形式 . 

施 韦 卡特 (F. K. Schweikart，1780 一 1859), 是 一 位 法 学 教授 ,业余 研究 数学 ,他 更 迈 
进 了 一 步 , 人 研究 非 欧 几 里 得 几何 . 1816 年 ,他 写 了 一 份 备忘录 ,于 1818 年 送 交 高 斯 征求 意 
见 . 他 区 分 了 两 种 几何 : 欧 几 里 得 几何 与 假设 三 角形 内 角 之 和 不 是 两 直角 的 几何 .他称 后 
一 种 几何 为 星空 几何 , 因 它 可 能 在 星空 内 成 立 . 它 的 定理 都 是 萨 谢 利和 兰 伯 特 根据 锐角 假 
设 建立 的 定理 . 

陶 里 努 斯 (F. A. Taurinus，1794 一 1874) ,是 施 韦 卡特 的 外 和 电 , 接 受 田 父 的 建议 继续 研 
究 星 空 几何 . 虽然 他 证 实 了 一 些 新 结果 ,但 他 仍 做 出 结论 : 只 有 欧 几 里 得 几何 对 物质 空间 
是 正确 的 ,而 星空 几何 只 是 逻辑 上 相 容 . 

妾 伯 特 、 施 韦 卡 特 、 陶 里 努 斯 三 人 ,还 有 当时 一 些 其 他 人 都 承认 欧 几 里 得 平行 公设 不 
能 证 明 . 这 三 人 也 都 注意 到 实 球面 上 的 几何 具有 钝 角 假 设 为 基础 的 性 质 , 而 虚 球 面 上 的 几 
何 则 具有 以 锐角 假设 为 基础 的 性 质 . 这 样 , 三 个 人 都 认识 到 非 欧 几 里 得 几何 的 存在 性 ,但 
他 们 都 失去 一 个 基本 点 , 即 欧 几 里 得 几何 不 是 唯一 的 在 经 验 能 够 证 实 的 范围 内 来 描述 物 

i 空间 的 性 质 的 几何 . 
这 段 历史 已 清楚 地 表明 非 欧 几 何 已 是 躁动 于 母 腹 中 的 婴儿 了 . 


3 3 非 欧 几何 的 确立 


1， 非 欧 几 何 的 诞生 


从 前 面 的 论述 我 们 看 到 ,尽管 经 过 长 时 间 的 艰苦 努力 , 萨 谢 利 、 兰 伯 特 和 勒 让 德 还 是 
没有 能 以 锐角 假定 为 前 提 推 出 矛盾 . 在 此 假定 下 找 不 到 矛盾 ,没有 什么 可 惊讶 的 ,因为 现 
在 我 们 已 经 知道 ,由 前 四 条 公设 加 上 锐角 假定 推出 的 那 套 几 何 , 和 由 前 四 条 公设 加 上 直角 
假定 推出 的 欧 几 里 得 几何 一 样 ,是 自 相 容 的 . 换言之 ,平行 公设 不 能 作为 定理 从 欧 几 里 得 
的 其 他 公设 推出 , 它 独立 于 其 他 公设 . 对 于 两 千 多 年 来 受 传统 偏见 的 约束 ,坚信 欧 几 里 得 
几何 是 唯一 可 靠 的 几何 ,而 任何 与 之 矛盾 的 几何 系统 绝对 是 不 可 能 相 容 的 人 来 说 ,承认 这 
样 一 种 可 能 是 要 有 不 寻常 的 想象 力 的 . 
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高 斯 (C. F. Gauss，1777 一 1855) 是 真正 预见 到 非 
欧 几何 的 第 一 人 . 不幸 的 是 , 毕 其 一 生 高 斯 没有 对 此 发 
表 什 么 意见 . 我 们 现在 所 知道 的 他 的 先进 思想 是 通过 
他 与 好 友 的 通信 、 对 别人 著作 的 几 份 评论 以 及 在 他 死 
后 从 稿 纸 中 发 现 的 几 份 札记 而 得 知 的 . 虽然 他 克制 住 
自己 ,没有 发 表 自 己 的 发 现 , 但 是 他 竭力 鼓励 别人 坚持 
这 方面 的 研究 .把 这 种 几何 称 为 非 欧 几 何 的 正 是 他 . 

虽然 人 们 承认 高 斯 是 最 先 料 想到 非 欧 几何 的 人 ， 
但 是 俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 实 际 上 是 发 表 此 课题 
的 、 有 系统 著作 的 第 一 人 . 罗 巴 切 夫 斯 基 一 生 中 的 大 部 
分 时 间 是 在 喀 山 度 过 的 ,先是 学 生 , 后 来 当 数 学 教授 ， 
最 后 任 校长 . 他 关于 非 欧 几何 的 最 早 论 文 是 于 1829 
1830 年 在 ( 喀 山 通讯 》E 发 表 的 , 比 J. 波 尔 约 著作 的 发 

Sm 表 早 二 三 年 . 这 篇 论文 在 俄国 没有 引起 多 大 注意 ,因为 
是 用 俄 文 写 的 ,实际 上 在 别处 也 没有 3 引起 多 大 注意 . 

他 发 展 的 非 欧 几何 现今 被 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 . 他 赢得 了 “几何 学 上 的 哥 白 尼 ”的 
称号 . 

在 罗 巴 切 夫 斯 基 之 后 ,匈牙利 的 J 波 尔 约 (J. Bolyai, 1802 一 1860) 也 独立 地 研究 了 这 
个 问题 .他 是 数学 家 F. 波 尔 约 的 儿子 .下 . 波 尔 约 与 高 Wo on 
斯 有 长 期 的 .亲密 的 友谊 .小 波 尔 约 的 这 项 研究 受到 他 
父亲 的 很 大 局 发 ,因为 老 波 尔 约 早 就 对 平行 公设 问题 
感 兴趣 .J 波 尔 约 称 他 的 非 欧 几何 为 绝对 几何 . 他 写 了 
一 篇 26 页 的 论文 4 绝对 空间 的 几何 》, 作 为 附录 附 于 他 
父亲 的 一 本 几何 学 著作 中 ,发 表 于 1831 年 . 

在 罗 巴 切 夫 斯 基 和 J. 波 尔 约 的 著作 发 表 若 干 年 
后 ,整个 数学 界 才 对 非 欧 几 何 这 个 课题 给 予 更 多 的 注 
意 . 几 十 年 后 这 项 发 现 的 真正 内 涵 才 被 理解 . 下 一 个 重 
要 任务 是 证 明 新 几何 的 内 在 相 容 性 . 


2， 罗 巴 切 夫 斯 基 的 解答 


罗 巴 切 夫 斯 基 在 他 的 著作 《 论 几 何 原本 》 里 用 以 下 
一 段 话 描述 了 他 所 给 出 的 平行 公设 的 解答 要 点 : 罗 巴 切 夫 斯 基 


| 
$3 非 欧 几 何 的 确立 | 


“大 家 知道 ,直至 今天 为 止 ,几何 学 中 的 平行 线 理论 还 是 不 完全 的 .从 欧 几 里 得 时 代 以 
来 ,两 千年 来 的 徒劳 无 益 的 努力 ,促使 我 怀疑 在 概念 本 身 之 中 并 未 包括 那样 的 真实 情况 ， 
它 是 大 家 想 要 证 明 的 ,也 是 可 以 像 别 的 物理 规律 一 样 单 用 实验 ( 璧 如 天 文 观测 ) 来 检验 的 . 
最 后 ,我 肯定 了 我 的 推测 的 真实 性 ,而 且 认 为 困难 的 问题 完全 解决 了 .我 在 1826 年 写 出 了 
关于 这 个 问题 的 论证 .” 

这 段 话 集中 了 罗 巴 切 夫 斯 基 的 新 观点 ,不 仅 给 出 了 关于 平行 公设 的 问题 的 解答 ,而 且 
使 对 几何 学 的 全 部 注意 力 转移 到 新 的 方面 ,其 至 还 不 单 是 几何 学 如 此 . 他 的 解答 实质 上 包 
含 这 样 三 个 方面 : 

(1) 平行 公设 是 不 能 证 明 的 . 

(2) 几何 学 的 其 他 基础 命题 添上 否定 公理 以 后 ,可 以 展开 一 种 与 欧 几 里 得 几何 不 同 
的 .逻辑 上 完整 而 富有 内 容 的 几何 学 . 

(3) 这 种 或 那 种 逻辑 上 可 能 的 几何 学 的 结论 ,在 应 用 到 现实 空间 时 的 正确 性 只 有 用 
实验 来 做 检验 . 逻辑 上 可 能 的 几何 学 不 应 该 当做 任意 的 逻辑 体系 来 研究 ,而 应 该 作为 促成 
发 展 物理 理论 的 可 能 途径 和 方法 的 理论 来 研究 . 

这 后 一 观点 在 后 来 的 爱 因 斯 坦 的 相对 论 中 得 到 了 证 实 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 创 立 的 新 几何 学 以 锐角 假设 为 基础 ,包括 了 一 系列 新 的 性 质 和 推论 . 后 
人 把 这 个 新 生物 叫做 双 曲 几何 . 它 与 后 来 黎 曼 创立 的 椭圆 几何 一 样 都 是 区 别 于 欧 氏 几何 
的 新 几何 体系 ,开启 了 非 欧 几何 学 的 大 门 . 他 把 主要 相关 的 工作 写 在 两 篇 论文 里 并 发 表 在 
《 喀 山 通讯 ) 杂 志 上 : 第 一 篇 题 为 ( 论 几 何 基 础 》, 发 表 于 1829 一 1830 年 间 ; 第 二 篇 题 为 《 具 
有 平行 完全 理论 的 几何 新 基础 》, 发 表 于 1835 一 1837 年 间 . 这 两 篇 论文 是 罗 巴 切 夫 斯 基 有 
关 非 欧 几何 思想 的 集中 表达 ,在 论文 中 他 将 自己 创立 的 新 几何 叫做 虚 几 何 . 很 快 ,他 发 现 
自己 发 表 的 这 两 篇 文章 在 俄国 国内 并 未 引起 多 少 人 的 关注 ,于 是 他 尝试 着 把 自己 的 成 果 
介绍 给 西方 人 ,以 引起 更 多 人 的 讨论 . 显然 ,此 时 的 他 并 不 清楚 在 数 千 千 米 外 的 匈牙利 已 
经 有 一 位 年 轻 军官 做 出 了 和 自己 类 似 的 工作 并 且 已 经 公开 发 表 . 1840 年 ,执著 的 他 用 德 
文 写 出 了 一 本 名 为 《平行 理论 的 几何 研究 》 的 书 ,并 把 它 
推介 到 西方 . 随后 几 年 他 又 在 双 目 失明 的 情况 下 通过 口 
述 写 出 了 一 本 法 文书 籍 《 泛 几何 》, 力 图 吸引 更 多 的 读者 
关注 他 的 工作 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 工作 是 从 一 个 这 样 的 模型 (图 9-4) 
开始 的 : 给 定 一 条 直线 AB 和 一 个 点 C ,通过 点 C 的 所 有 
直线 关于 直线 AB 而 言 可 以 分 为 两 类 : 一 类 与 AB 相交 ， 
另 一 类 不 相交 . p 和 g 属于 第 二 类 ,构成 两 类 的 边界 . p,q ES 
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这 两 条 线 被 称 为 平行 线 . 看 到 这 个 模型 ,不 得 不 让 人 想到 罗 巴 切 夫 斯 基 应 该 是 从 萨 谢 利 那 
里 得 到 了 某 种 启示 . 

图 9-4 中 点 C 到 直线 AB 的 距离 是 w ,于 是 存在 一 个 角 r(a) ,使 得 所 有 过 点 C 的 直线 
与 线段 CD 所 成 的 角 小 于 x (a) 的 将 与 直线 AB 相交 ,其 他 的 不 与 直线 AB 相交 .x (a) 叫做 
平行 角 . 除 平行 线 外 ,过 点 C 而 不 与 直线 AB 相交 的 直线 称 为 不 相交 直线 . 在 欧 氏 几何 的 
体系 中 ,它们 与 直线 AB 是 平行 的 ,所 以 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 里 ,过 点 C 有 无 穷 条 平行 线 . 


根据 这 个 模型 , 罗 巴 切 夫 斯 基 推 导出 了 一 些 性 质 : 知 x (4) 二 ;, 则 可 得 到 平行 公设 ; 


若 (a) 一 广 , 则 三 角形 的 内 角 和 恒 小 于 x. 


3. 一 个 全 新 的 世界 


由 于 平行 公设 的 不 同 而 带 来 了 欧 氏 几何 与 非 欧 几 何 的 一 些 本 质 不 同 . 例如 ,在 罗 巴 切 
夫 斯 基 的 几何 中 ,有 

(1) 三 角形 的 内 角 和 总 小 于 x; 

(2) 不 存在 面积 任意 大 的 非 欧 三 角形 ; 

(3) 两 个 非 欧 三 角形 相似 就 全 等 ; 

(4) 毕 达 哥 拉 斯 定理 不 成 立 . 

为 了 理解 这 种 几何 的 某 些 古怪 论点 ,我 们 不 妨 看 一 看 下 面 的 定理 : 

定理 ” 若 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 分 别 与 另 一 个 三 角形 的 三 个 对 应 角 相 等 , 则 这 两 个 
:角形 全 等 ， 

注 ”在 欧 氏 几何 中 两 个 三 角形 的 三 个 内 角 分 别 相 等 , 则 这 两 个 三 角形 相似 ,但 它们 不 
一 定 全 等 . 两 个 相似 三 角形 可 能 有 不 同 的 边 长 不同 的 面积 ,但 是 在 双 曲 几何 里 却 出 现 了 
奇怪 的 现象 : 两 个 三 角形 相似 全 等 . 

欧 几 里 得 的 全 等 三 角形 的 定理 出 现在 平行 公设 之 前 . 也 就 是 说 ,它们 没有 用 到 平行 公 
设 , 因 而 这 些 定理 在 非 欧 几何 中 依然 有 效 . 现在 我 们 就 用 在 欧 氏 几何 和 非 欧 几何 中 都 成 立 
的 全 等 定理 ,来 证 明 上 面 的 奇怪 定理 . 

证 明 设 和 ABC, 作 DEF( 图 9-5) 满 足 条 件 人 1 二 人 人 4, 人 2 二 人 5 ,人 3 一 人 6 ,要 证 

AABC LADEFK. 
根据 欧 氏 几何 的 角 边 角 定理 ,我 们 只 需 证 AB== DE. 今 用 反 证 法 . 设 AB 二 DE, 作 DG= 
AB, 人 DGH 二 人 2. 由 角 边 角 定理 , 八 ABC 宇和 八 DGH ,从 而 
ZDGH=/2=/5; ZZDHG= /3= 6. 
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图 9-5 


今 研 究 四 边 形 GEFH. 在 四 边 形 GEFH 中 ,有 
ZEGH=180°— ADGH=180°— /5, 
LFHG=180"— A/DHG=180°— /6; 
四 边 形 GEFH 四 内 角 之 和 为 
(180" 一 5) 十 (180" 一 一 6) 十 一 5 十 一 6 一 360". (9. 1) 
连接 GF 将 四 边 形 分 为 两 个 三 角形 . 每 个 三 角形 的 内 角 和 都 小 于 180 ,所 以 两 个 三 角形 内 
角 和 小 于 360". 这 与 (9. 1) 式 矛盾 . 这 说 明 ,假定 AB 了 DE 不 正确 .所 以 AB 二 DE. 再 用 角 
边 角 定理 就 知道 
AABC ADEFK. 
证 明 中 用 的 关键 事实 是 ,在 双 曲 几何 中 每 个 三 角形 的 内 角 和 都 小 于 180". 由 此 我 们 还 可 
以 看 出 ,在 双 曲 几何 中 ,不 同 的 三 角形 其 内 角 和 也 不 相同 . 在 欧 氏 几何 中 ,已 知 三 角形 的 两 个 
角 可 确定 它 的 第 三 个 角 . 在 双 曲 几何 中 ,已 知 三 角形 的 两 个 角 不 能 确定 它 的 第 三 个 角 . 当时 
L. 波 尔 约 说 ,他 创造 了 一 个 “全 新 的 世界 ” 现在 不 难 体会 ,他 的 确 创 造 了 一 个 全 新 的 世界 . 


4. 双 曲 几何 的 相 容 性 


虽然 罗 巴 切 夫 斯 基 和 世 . 波 尔 约 在 他 们 对 于 以 锐角 假定 为 基础 的 非 欧 几何 的 广泛 研 
究 中 没有 遇 到 矛盾 ,他们 甚至 相信 不 会 产生 矛盾 ,但 是 仍然 有 这 种 可 能 ,如 果 这 类 研究 充 
分 地 继续 下 去 ,会 出 现 矛 盾 ,或 不 相 容 . 平行 公 设 对 于 欧 几 里 得 几何 其 他 公设 的 独立 性 ,无 
疑 要 在 锐角 假定 相 容 性 做 出 之 后 才能 成 立 . 这 些 没有 多 久 就 做 到 了 . 那 是 贝尔 特 拉 米 . 凯 
利 (A. Cayley，1821 一 1895) 上 . 克 莱 因 (F. Klein ，1849 一 1925) . 庞 加 莱 等 人 的 工作 . 办 法 
是 在 欧 几 里 得 几何 内 建立 一 个 新 几何 的 模型 ,使 得 锐角 假定 的 抽象 发 展 在 欧 几 里 得 空间 
的 一 部 分 上 得 到 表示 . 于 是 , 非 欧 几何 中 的 任何 不 相 容 性 会 反映 此 表示 的 欧 几 里 得 几何 中 
的 对 应 的 不 相 容 性 . 这 是 相对 相 容 性 证 明 的 一 种 : 如 果 欧 几 里 得 几何 是 相 容 的 , 则 罗 巴 切 
夫 斯 基 几 何 也 是 相 容 的 . 当然 ,每 个 人 都 相信 欧 几 里 得 几何 是 相 容 的 . 
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罗 巴 切 夫 斯 基 的 非 欧 几何 的 相 容 性 的 成 果 之 一 是 ,古老 的 平行 公设 问题 的 最 终 解决 . 
相 容 性 确定 了 下 述 事实 : 平行 公设 独立 于 欧 几 里 得 几何 的 其 他 公设 ,把 此 公设 当 定 理 , 由 
其 他 公设 推出 它 的 可 能 性 是 不 存在 的 . 

1868 年 ,贝尔 特 拉 米 在 《数学 杂志 第 6 期 上 发 表 了 他 最 重要 的 数学 著作 《 非 欧 几何 的 实际 
解释 》, 系 统 总 结 了 他 在 几何 学 研究 中 的 成 果 , 并 用 它们 来 建立 非 欧 几何 的 模型 . 贝尔 特 拉 米 这 
往 论 著 的 发 表 是 非 欧 几 何 发 展 史上 的 一 个 里 程 碑 , 它 从 理论 上 消除 了 和 人们 对 非 欧 几何 的 误解 . 

他 构造 了 一 个 关于 双 曲 几何 的 模型 ,叫做 伪 球 面 ( 图 9-6). 什么 是 伪 球 面 呢 ? 伪 球 面 
是 由 一 条 曲线 绕 一 条 固定 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 . 这 条 曲线 叫做 息 物 线 . 直观 地 讲 , 设 河 
中 点 A 处 有 一 条 船 , 今 用 长 度 为 :的 绳子 拉 船 ,而 人 在 岸 边 . 初始 状态 是 ,人 在 点 M 处 , 船 
在 点 A 处 .然后 人 拉 着 船 从 点 M 向 点 NN 前 进 , 并 保持 绳子 始终 是 拉 紧 的 ,那么 船 运行 的 
轨迹 就 是 蝶 物 线 , 如 图 9-7 所 示 . 上 忠 物 线 绕 轴 MN 旋转 一 周 得 到 伪 球 面 , 如 图 9-6 所 示 . 贝 
尔 特 拉 米 指出 , 双 曲 儿 何 可 以 在 伪 球 面 上 得 到 实现 .但 是 ,严格 地 说 ,这 种 实现 是 不 完全 
的 , 伪 球 面 不 能 代表 整个 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 ,而 只 能 代表 它 的 一 部 分 . 


后 来 , 克 莱 因 和 庞 加 莱 在 欧 氏 平面 的 圆 内 给 出 了 罗 巴 切 夫 
斯 基 平 面 .我 们 来 介绍 庞 加 莱 的 模型 . 在 欧 氏 平面 上 取 一 个 圆 C， 
圆 C 内 作为 非 欧 平面 . 圆 内 的 任意 点 卫 称 为 非 欧 点 . 圆 的 边界 用 
9C 表示 ,9C 上 的 点 是 非 欧 平面 上 的 无 穷 远 点 .在 C 内 与 9C 垂直 
的 圆 弧 或 直线 段 称 为 非 欧 直线 (图 9-8). 由 此 ,所 有 过 圆心 的 直 
线 都 是 非 欧 直线 . 两 非 欧 直线 间 的 夹 角 ,由 交点 处 两 圆 弧 切线 间 
的 夹 角 来 度量 . 这 样 ,我 们 在 圆 内 建立 了 一 个 无 限 的 非 欧 平面 . 
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现在 ,我 们 来 考察 非 欧 平面 上 的 平行 公设 . 如 图 9-8 所 示 , 非 欧 直 线 / 与 3C 的 交点 是 
A,B. 过 7 外 的 一 点 zo 作 非 欧 直线 44,4i 与 1 相 切 于 点 A. 过 点 zo 再 作 非 欧 直线 2 ,4 与 / 
相 切 于 点 B.4,ls 在 C 内 不 与 ! 相交. 4,ls 称 为 过 点 zo 与 /平行 的 非 欧 直线 . 而且 ,在 4， 
1 所 夹 的 阴影 部 分 的 任 一 点 与 zo 所 决定 的 非 欧 直线 都 不 与 ! 相交 ,这 些 非 欧 直线 叫做 超 
平行 非 欧 直 线 . 

这 说 明 庞 加 莱 的 模型 满足 罗 巴 切 夫 斯 基 的 平行 公设 . 


S84 椭圆 几何 


1. 黎 曼 的 非 欧 几何 


我 们 已 经 看 到 , 钝 角 假 定 被 所 有 在 此 课题 上 探 
索 过 的 人 所 抛弃 ,因为 它 与 直线 无 限 长 的 假定 相 了 矛 
盾 . 给 出 以 钝 角 假 定 为 基础 的 第 二 种 非 欧 几何 的 是 
德国 数学 家 黎 曼 (G. F. B. Riemann，1826 一 1866). 这 
是 他 在 1854 年 讨论 无 界 和 无 限 概念 时 得 到 的 成 果 . 
虽然 欧 几 里 得 的 公设 2 断言 : 直线 可 被 无 限 延长 ， 
但 是 并 不 必定 蕴涵 直线 就 长 短 而 言 是 无 限 的 ,只 不 
过 是 说 它 是 无 端的 或 无 界 的 . 例如 ,连接 球 上 两 点 的 
大 圆 的 弧 可 被 沿 着 该 大 圆 无 限 延长 ,使 得 延长 了 的 
弧 无 端 ,但 确实 就 长 短 而 言 它 不 是 无 限 的 . 现在 我 们 
可 以 设想 : 一 条 直线 可 以 类 似 地 运转 ,并 且 在 有 限 
的 延长 之 后 , 它 又 回 到 它 本 身 . 由 于 黎 曼 把 无 界 和 无 
限 的 概念 分 辨 清 了 ,可 以 证 明 ,人 们 能 实现 满足 钝 角 be 
假定 的 一 种 内 相 容 的 几何 ,如 果 欧 几 里 得 的 公设 1, 公 设 2 和 公设 5 依次 做 如 下 修正 的 话 : 

公设 工 两 个 不 同 的 点 至 少 确定 一 条 直线 . 

公设 2” 直线 是 无 界 的 . 

公设 5 ”平面 上 任何 两 条 直线 都 相交 . 

这 第 二 种 非 欧 几 何 通常 被 称 做 椭圆 几何 ,是 黎 曼 发 现 的 . 

由 于 罗 巴 切 夫 斯 基 和 黎 曼 的 非 欧 几何 的 发 现 , 几 何 学 从 其 传统 的 束缚 中 解放 出 来 了 ,从 而 
为 大 批 新 的 ` 有 趣 的 几何 的 发 现 开 辟 了 广阔 的 道路 . 这 些 新 几何 并 不 是 毫 无 用 处 的 . 例如 ,在 爱 
因 斯 坦 发 现 的 广义 相对 论 的 研究 中 ,必须 用 一 种 非 欧 几何 来 描述 这 样 的 物理 空间 ,这 种 非 欧 几 
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何 是 黎 曼 几何 的 一 种 . 再 如 ,由 1947 年 对 视 空间 (从 正常 的 有 双 目 视觉 的 人 心理 上 观察 到 的 空 
间 ) 所 做 的 研究 得 出 结论 : 这 样 的 空间 最 好 用 罗 巴 切 夫 斯 基 非 欧 几 何 来 描述 . 


2. 球面 几何 


直到 人 们 对 曲面 的 几何 有 了 更 多 的 了 解 以 后 , 双 曲 几何 和 椭圆 几何 才 变 得 容易 理解 . 
双 曲 几何 可 以 在 伪 球 面 上 得 到 实现 ;椭圆 几何 可 以 在 球面 上 得 到 实现 . 

如 果 将 球面 上 的 大 圆 视 为 直线 ,那么 球面 上 的 几何 就 展现 了 一 种 椭圆 几何 . 在 这 种 几 
何 中 ,任何 两 条 直线 都 相交 ,而 且 交 于 两 个 交点 (图 9-9) ;三 角形 的 三 个 内 角 和 大 于 x (图 
9-10). 另 一 个 定理 也 容易 推导 出 来 : 一 条 直线 的 所 有 垂 线 相 交 于 一 点 .事实 上 ,赤道 是 一 
个 大 圆 , 所 有 的 纬 线 也 都 是 大 圆 ,它们 都 与 赤道 垂直 ,并 交 于 南 .北极 . 


图 9-9 9-10 


黎 曼 几何 的 每 一 条 定理 都 能 在 球面 上 得 到 令 人 满意 的 解释 和 意义 . 换言之 ,自然 界 的 
儿 何 或 实用 的 几何 ,在 一 般 经 验 意义 上 来 说 ,就 是 黎 曼 几何 . 几 千 年 来 ,这 种 几何 一 直 就 在 
我 们 的 脚下 .但 是 , 连 最 伟大 的 数学 家 也 没有 想 过 通过 检验 球 的 几何 性 质 来 攻击 平行 公 
设 .我 们 生活 在 非 欧 平面 上 , 却 把 它 当 成 一 个 怪物 ,真是 吊 吊 怪事 ! 


3. 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 比较 


先 比较 三 种 几何 的 平行 公设 : 

欧 氏 几何 : 在 平面 内 过 已 知 直线 外 一 点 ,只 有 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ; 
双 曲 几何 : 在 平面 内 过 已 知 直线 外 一 点 ,可 以 作出 不 只 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ; 
椭圆 儿 何 : 在 平面 内 过 已 知 直线 外 一 点 ,所 作 的 任何 直线 都 与 已 知 直线 相交 . 

这 是 它们 的 基本 不 同 点 ,下面 再 举 几 例 说 明 它 们 的 同 与 异 . 

三 种 儿 何 相同 的 定理 : 
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若 两 个 三 角形 对 应 边 相 等 , 则 两 个 三 角形 全 等 ; 

若 两 个 三 角形 两 对 应 边 夹 一 角 对 应 相等 , 则 两 个 三 角形 全 等 ; 

若 两 个 三 角形 对 应 角 及 对 应 夹 边 相 等 , 则 两 个 三 角形 全 等 . 

由 于 平行 公设 的 不 同 而 带 来 了 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 的 一 些 本 质 不 同 : 


双 曲 几何 欧 氏 几何 椭圆 几何 
三 角形 内 角 和 : ec 十 8 十 y<r a 十 有 让 7 一 元 ca 十 B 十 7 
圆周 长 与 半径 : 2r7r<C 2rz 一 C 2nr>C 
商 高 定理 din ed a*++b 二 ce? a:+h>c? 


需 要 特别 指出 的 是 ,在 充分 小 的 区 域内 非 欧 几 何 与 欧 氏 拖 何 的 差异 是 非常 小 的 ,区域 
越 小 ,这 种 差异 就 越 小 . 例如 ,在 充分 小 的 三 角形 里 ,普通 三 角 学 的 公式 相当 精确 地 描述 了 
ey 与 内 角 的 关系 . 在 我 们 现实 生活 的 领域 内 ,我 们 还 无 法 确定 ,究竟 是 欧 氏 几何 还 
是 非 欧 几何 更 符合 我 们 的 现实 空间 . 


8 5 新 的 里 程 碑 


1， 非 欧 几 何 诞生 的 意义 


非 欧 几何 诞生 的 影响 是 巨大 的 ,其 重要 性 与 哥 白 尼 的 日 心 说 .牛顿 的 引力 定律 .达尔 
文 的 进化 论 一 样 , 对 科学 .哲学 .宗教 都 产生 了 革命 性 的 影响 . 在 非 欧 几何 学 问世 前 ,人 类 
对 世界 的 看 法 是 统一 .自信 而 明确 的 . 这 之 后 发 生 了 根本 性 的 变化 . 对 此 ,美国 数学 史家 
M. 克 莱 因 说 : 

“在 19 世纪 所 有 的 复杂 技术 创造 中 间 , 最 深刻 的 一 个 一 一 非 欧 几何 学 ,在 技术 上 是 最 
简单 的 .这 个 创造 引起 数学 的 一 些 重要 新 分 支 的 产生 ,但 它 最 重要 的 影响 是 迫使 数学 家 们 
从 根本 上 改变 了 对 数学 的 性 质 的 理解 ,以 及 对 它 和 物质 世界 的 关系 的 理解 ,并 引出 关于 数 
学 基础 的 许多 问题 . 对 这 些 问 题 , 在 20 世纪 仍然 进行 着 争论 .” 

遗憾 的 是 ,在 一 般 思想 史 中 , 非 欧 几 何 的 诞生 没有 受到 应 有 的 重视 . 如 何 理解 M. 克 莱 
因 这 段 话 呢 ? 

欧 氏 几何 与 真理 观 我 们 知道 , 欧 氏 几何 起 源 于 测量 土地 . 当时 古人 活动 的 范围 是 极其 
有 限 的 ,在 这 样 小 的 范围 内 ,土地 看 起 来 是 平坦 的 . 在 一 个 平坦 的 表面 上 ,两 点 间 的 距离 是 直 
线段 ,这 就 自然 地 发 展 出 了 欧 氏 几何 的 公设 、 公 理 和 定理 . 这 些 定理 对 人 们 的 生产 实践 来 说 
是 足够 精确 的 . 其 后 的 物理 学 自然 地 就 建立 在 欧 氏 几何 的 基础 上 了 . 这样, 数学 家 物理 学 家 
和 大 众 终于 都 接受 了 这 一 事实 : 欧 氏 几何 就 是 我 们 空间 的 真理 . 进而 引申 为 数学 定理 就 是 
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真理 . 这 种 真理 观 的 形成 经 历 了 两 千 多 年 的 时 间 , 因 而 它 在 人 们 的 心目 中 是 根深 带 固 的 . 

数学 真理 观 的 衰落 ” 非 欧 几何 的 一 些 定理 令 人 惊讶 . 例如 ,三 角形 的 内 角 和 不 等 于 
rl! 那么 , 谁 说 出 了 真理 ?是 非 欧 几何 ,还 是 欧 氏 几何 ? 

通过 实验 确定 物质 空间 的 几何 是 否 是 欧 氏 几何 是 必 不 可 少 的 . 非 欧 几 何 的 创立 者 已 
经 薄 虑 到 这 个 问题 . 罗 巴 切 夫 斯 基 尝 试 过 一 种 实验 ,用 恒星 的 位 置 作为 数据 ,但 结果 不 得 
要 领 .L. 波 尔 约 也 探索 过 究竟 是 非 欧 几何 代表 “现实 ”, 还 是 欧 氏 几何 代表 “现实 ”, 他 认为 
是 不 能 确定 的 . 

高 斯 亲自 进行 了 实验 . 他 在 三 座 山 峰 上 每 一 处 安置 了 一 个 观测 员 . 每 位 观测 员 测 量 他 
所 发 出 的 光线 到 另外 两 位 观测 员 所 形成 的 角度 . 结果 测 得 的 三 角形 的 内 角 和 与 180" 差 2 
因为 误差 太 小 了 ,高 斯 不 能 断定 此 误差 是 不 是 测量 误差 . 

一 向 宣称 描述 数量 和 空间 的 真理 的 数学 ,怎么 可 以 出 现 几 种 相互 矛盾 的 几何 学 呢 ? 
新 儿 何 学 的 创立 迫使 人 们 认识 到 这 样 的 事实 : 数学 公理 只 是 假设 . 

数学 的 真理 性 丧失 了 ,但 它 获得 了 自由 . 

自由 的 新 生 ” 非 欧 几 何 的 诞生 解放 了 几何 学 ,对 于 整个 数学 也 有 类 似 的 影响 “只 有 
一 种 几何 学 "这 个 两 千 多 年 来 根深 带 固 的 信念 被 推倒 ,创造 许多 不 同体 系 的 几何 学 的 道路 
打开 了 . 几何 学 的 公设 ,对 数学 家 来 说 ,仅仅 是 假定 ,其 物理 的 真 与 假 用 不 着 考虑 . 数学 开 
始 显现 为 人 类 思想 的 自由 创造 物 . 关于 这 件 事 ,美国 数学 家 E.T. 贝尔 (E. TT. Bell) 这样 说 : 

“小 说 家 虚构 性 格 、 对 话 和 场景 . 他 既是 虚构 对 象 的 作者 ,又 是 其 主人 .数学 家 随心 所 
谷地 设计 公设 ,并 把 他 的 数学 体系 芮 基于 其 上 小 说 家 和 数学 家 简直 是 以 同样 方式 工 
作 的 .小 说 家 和 数学 家 在 选择 和 处 理 他 们 的 素材 方面 也 许 要 受到 他 们 的 环境 的 制约 ,但 
是 , 绝 不 是 受 什 么 超人 的 \ 永恒 的 、 必然 性 的 驱使 去 创造 某 种 性 格 , 或 发 明 某 种 体系 的 . 挫 
毁 传 统 的 信念 ,破除 千 百 年 来 的 思想 习惯 后 , 非 欧 几何 才 破 土 而 出 . 它 对 数学 的 绝对 真理 
观点 来 说 是 一 场 风 暴 . 用 康 托 的 话 来 说 ， 数 学 的 本 质 在 于 其 自由 ?.?” 

非 欧 几何 在 思想 史上 具有 无 可 比拟 的 重要 性 . 它 使 逻辑 思维 发 展 到 了 顶峰 ,为 数学 提 
供 了 一 个 不 受 实用 性 左右 ,只 受 抽 象 思想 和 逻辑 思维 支配 的 范例 ,提供 了 一 个 理性 的 智慧 
挤 弃 感 觉 经 验 的 范例 ， 

2. 微分 几何 

微分 几何 是 几何 学 的 一 个 分 支 , 它 使 用 数学 分 析 作 为 工具 来 研究 曲面 的 局 部 性 质 . 在 
开始 , 它 主要 研究 3 维 空间 中 的 曲线 和 曲面 在 一 点 附近 的 性 质 ,因而 它 与 分 析 学 的 发 展 密 
不 可 分 . 图 数 与 图 数 导 数 的 概念 实质 上 等 同 于 曲线 与 曲线 切线 的 斜率 ,函数 的 积分 在 几何 
上 可 解释 为 曲线 下 的 面积 . 
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微分 几何 学 最 早出 现 于 18 世纪 ,并 且 与 欧 拉 和 蒙 日 (G. Monge,，1746 一 1818) 的 名 字 
联系 在 一 起 . 1736 年 , 欧 拉 首先 引进 了 平面 曲线 的 内 在 坐标 这 一 概念 , 即 以 曲线 弧 长 作为 
曲线 上 点 的 坐标 ,从 而 开始 了 曲线 的 内 在 几何 的 研究 . 蒙 日 在 1807 年 出 版 的 书 4 分 析 学 在 
几何 中 的 应 用 》 是 关于 曲线 和 曲面 理论 的 第 一 部 独立 的 著作 . 

1827 年 ,高 斯 出 版 了 题 为 《关于 弯曲 曲面 的 一 般 研究 ) 的 论著 , 它 疯 定 了 现代 曲面 论 
的 基础 ,在 微分 几何 的 发 展 史上 具有 重大 意义 . 高 斯 抓 住 了 微分 几何 中 最 重要 的 概念 和 带 
有 根本 性 的 内 容 , 建 立 了 曲面 的 内 在 几何 学 . 

更 重要 的 发 展 属于 德国 数学 家 黎 曼 . 1854 年 ,他 在 哥 延 根 大 学 发 表 了 题 为 《 论 作为 几 
dt te pA ee tt die OR 
的 几何 实体 ,而 不 是 把 它 仅仅 看 做 欧 氏 空间 中 的 一 个 几何 实体 . 他 发 展 了 空间 的 概念 ,i 
和 提 出 了 从 流 形 的 要 多 .1915 年, 爱 因果 他 让 了 广义 相对 论 , 束 几何 成 为 广义 相 对 

沦 的 葛 基 石 ,并 再 一 次 使 几何 学 处 于 物理 学 的 中 心地 位 . 


3， 爱尔兰 根 纲领 


正如 前 面 指出 的 ,由 于 非 欧 几何 的 诞生 ,几何 学 从 其 传统 的 束缚 中 解放 出 来 ,从 而 大 
批 新 的 几何 学 诞生 了 . 于 是 出 现 了 这 样 的 问题 : 什么 是 几何 学 ? 几何 学 是 研究 什么 的 ? 

1872 年 ,在 爱尔兰 根 大 学 哲学 教授 评议 会 上 ,德国 数学 家 上. 克 莱 因 按照 惯例 作 其 专 
业 领 域 的 就 职 演 讲 . 演讲 以 他 本 人 和 挪威 数学 家 李 (S. Lie， 
1842 一 1899) 在 群 论 方面 的 工作 为 基础 ,给 几何 学 下 了 一 个 著 
名 的 定义 . 就 其 本 质 而 言 , 是 对 当时 存在 的 几何 学 进行 了 整 
理 , 并 为 几何 学 的 研究 开辟 了 新 的 .富有 成 果 的 途径 . 这 个 演 
讲 连同 他 提倡 的 几何 学 研究 的 规划 ,已 成 为 人 们 所 熟悉 的 爱 
尔 兰 根 纲领 . 

克 莱 因 的 基本 观点 是 : 所 谓 几 何 学 ,就 是 研究 儿 何 图 形 在 
某 类 变换 群 作用 下 保持 不 变 的 性 质 的 学 问 . 每 一 种 几何 都 由 
某 类 变换 群 所 刻画 ,并 且 每 种 几何 要 做 的 就 是 考虑 这 个 变换 
群 的 不 变量 . 此 外 ,一 种 几何 的 子 几 何 是 原来 变换 群 的 子 群 下 
的 一 族 不 变量 .在 这 个 定义 下 ,相应 于 给 定 变 换 群 的 几何 的 所 F. 克 莱 因 
有 定理 仍然 是 子 群 中 的 定理 . 

克 莱 因 也 提出 对 一 一 对 应 连续 变换 下 具有 连续 逆 变 换 的 不 变量 进行 研究 . 这 是 现在 
叫做 同 胚 的 一 类 变换 ,在 这 类 变换 下 不 变量 的 研究 是 拓扑 学 的 主题 . 把 拓扑 学 作为 一 门 重 
要 的 几何 学 科 , 这 在 1872 年 是 一 个 大 胆 的 行动 . 
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克 莱 因 的 综合 与 整理 指引 几何 思想 已 有 五 十 年 之 久 . 

按照 克 莱 因 的 说 法 ,存在 七 种 相关 的 平面 几何 ,其 中 包括 欧 几 里 得 几何 、 双 曲 几 何 和 
椭圆 几何 . 1910 年 ,英国 数学 家 沙 默 维尔 (D. M. Y. Sammerville) 做 了 进一步 细 分 ,把 平面 
| 

但 是 ,不 是 所 有 的 几何 都 能 纳入 到 克 莱 因 的 分 类 方案 中 的 .今日 的 代数 几何 和 微分 几 
何 都 ie 置 于 克 莱 因 的 方案 之 下 . 虽然 克 莱 因 的 观点 不 能 无 所 不 包 , 但 它 确 能 给 大 部 分 的 
几何 提供 一 个 系统 的 分 类 方法 ,并 提示 很 多 可 供 研 究 的 问题 . 

他 所 强调 的 变换 下 不 变 的 观点 已 经 超出 数学 之 外 而 进入 到 力学 和 理论 物理 中 去 了 . 
下 不 变 的 物理 问题 ,或 者 物理 定律 的 表达 方式 不 依赖 于 坐标 系 的 问题 ,在 人 们 注意 到 

克基 克 其 I 方程 在 洛 伦 兹 变换 ( 仿 射 几何 的 4 维 子 群 ) 下 的 不 变性 后 ,在 物理 思想 中 都 变 得 

委 重要 . 这 种 思想 路 线 引 向 了 相对 论 . 

回顾 几何 与 代数 的 差别 ,我 们 可 以 这 样 说 : 

几何 学 基本 上 是 研究 不 变量 的 ,而 代数 学 基本 上 是 研究 结构 的 . 


4. 儿 何 学 的 进一步 发 展 


《几何 原本 }》 是 最 早 一 本 内 容 丰 富 的 数学 书 , 为 所 有 的 后 代 人 所 使 用 , 它 对 数学 发 展 的 
影响 超过 任何 一 本 别 的 书 . 读 i 在 对 数学 本 身 的 看 法 、 对 证 明 的 想法 、 对 定理 
按 逻 辑 顺 序 的 排 法 等 方面 都 会 学 到 一 些 东西 . 它 的 内 容 也 决定 了 其 后 数学 思想 的 发 展 . 

直到 19 世纪 大 半 段 以 前 ,数学 家 一 般 都 把 欧 几 里 
得 的 著作 看 成 严格 性 方面 的 典范 ,但 也 有 少数 数学 家 看 
出 了 其 中 的 严重 缺点 ,并 设法 纠正 . 19 世纪 末 ,几何 领域 
中 最 敏锐 的 思想 家 日 益 关 心 4 几 何 原 本 》 缺 乏 真正 的 严 
密 性 问题 . 非 欧 几何 的 创立 更 加 激发 人 们 去 探索 古典 几 
何 的 正确 而 又 完备 的 叙述 . 

《几何 原本 》 的 主要 缺陷 是 什么 呢 ? 首先 , 欧 几 里 得 
的 定义 不 能 成 为 一 种 数学 定义 ,不 是 在 逻辑 意义 下 的 定 
义 . 有 的 不 过 是 几何 对 象 ,如 点 、 线 、 面 等 的 一 种 直观 描 
述 , 有 的 含混 不 清 . 这 些 定义 在 后 面 的 论证 中 实际 上 是 
无 用 的 . 其 次 ,网 几 里 得 的 公设 和 公理 是 远 不 够 用 的 , 因 
而 在 《几何 原本 》 许 多 命题 的 论证 中 不 得 不 借助 直观 ,或 

希 尔 伯 特 明 或 瞳 地 引 用 了 用 它 的 公设 或 公理 无 法 证 明 的 东西 . 
20 世纪 最 有 影响 力 的 数学 家 之 一 1889 年 ,德国 数学 家 希 尔 伯 特 出 版 了 《几何 基础 》. 
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该 书 中 成 功 地 建立 了 欧 几 里 得 几何 的 完整 的 公理 体系 ,这 就 是 希 尔 伯 特 公理 体系 . 他 从 和 叙 
述 21 条 公理 开始 ,其 中 涉及 六 个 本 原 的 或 不 定义 的 术语 , 即 作 为 元 素 的 点 、 直 线 和 平面 ， 
以 及 它们 之 间 的 三 种 关系 :“ 属 于 ”“ 介 于 ”和 “全 等 于 ”. 他 把 公理 分 为 五 类 ,分 别处 理 关 
联 .顺序 .全 等 .平行 和 连续 性 . 

对 几何 基础 的 研究 以 及 由 非 欧 几 何 学 的 发 现 所 提供 的 启示 ,导致 一 门 新 的 学 科 - 一 
公理 学 的 诞生 . 公理 学 是 研究 公设 集合 及 其 性 质 的 学 说 . 


3 6 非 欧 几何 学 与 艺术 


文艺 复兴 时 期 ,艺术 家 为 创作 透视 画 引 出 了 一 个 新 的 数学 分 支 一 一 射影 几何 . 奇妙 的 
是 ,19 世纪 非 欧 几何 的 诞生 为 绘画 艺术 提供 了 新 的 领域 . 这 主要 展现 在 埃 舍 尔 (M. C. Es- 
cher，1898 一 1972) 的 绘画 艺术 中 . 


1. 艺术 中 的 数学 家 


和 大 多 数 依靠 神秘 的 感性 来 创作 的 艺术 家 不 
同 ， 埃 舍 尔 那些 给 人 们 留 下 深刻 印象 的 带 有 数学 
意味 的 奇妙 作品 都 是 精确 的 理性 产物 . 他 的 创作 过 
程 任 然 像 一 位 数学 家 ,然而 就 画面 的 美丽 程度 而 
言 ,又 毫 无 疑问 是 一 位 真正 的 艺术 家 ,是 艺术 史上 
最 特别 的 绘画 奇才 . 他 从 事物 的 数学 特性 中 发 掘 
美 ,创造 出 空前 绝 后 的 奇妙 之 作 . 

埃 舍 尔 生 于 荷兰 北部 的 吕 伐 登 (Leeuwarden) ， 
是 水 利 工 程 师 G. A. 埃 舍 尔 最 小 的 儿子 . 他 从 小 就 
热衷 于 美术 创作 . 为 了 他 的 艺术 梦想 ,他 还 曾经 不 
梧 劳苦 辑 转 于 意大利 和 瑞士 进行 艺术 创作 ,直至 二 
战 爆发 时 才 回 到 荷兰 . 

2. 双 曲 几何 学 与 艺术 

1958 年 , 埃 舍 尔 遇 到 加 拿 大 数学 家 考 克 斯 特 
(CH. S. M. Coxeter). 在 考 克 斯 特 的 一 本 书 中 ,他 看 到 了 考 克 斯 特 对 庞 加 莱 的 双 曲 几何 所 
绘 的 一 个 图 示 ,从 而 意识 到 这 可 以 作为 他 创作 的 一 个 主题 . 此 后 ,他 连续 创作 了 四 幅 * 圆 极 
限 ” 作 品 ,表现 的 都 是 非 欧 几 里 得 空间 . 
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图 9-11 


图 9-11 是 4 圆 极限 IV》, 又 被 称 为 (天 使 与 
魔鬼 》. 原作 是 木版 画 , 是 黑色 和 褐色 的 ,直径 为 
416mm, 天 使 和 魔鬼 交错 的 基本 图 案 充 满 了 整 
个 圆 面 , 显 得 错落 有 致 而 又 丝 丝 人 扣 . 

从 欧 几 里 得 几何 角度 看 来 ,基本 图 案 的 尺 
寸 是 不 同 的 ,从 中 间 向 边缘 延伸 的 过 程 中 ,基本 
图 案 的 尺寸 会 不 断 有 序 地 变 小 . 如 果 用 双 曲 几 
何 的 距离 来 度量 基本 图 案 , 那 么 它们 的 尺寸 是 
相同 的 . 从 这 一 角度 出 发 ,基本 图 案 仅 仅 是 个 在 
双 曲 空间 内 具有 恒定 尺寸 和 周期 性 的 基本 
图 案 . 

《 圆 极 限 正 》 是 四 幅 ( 圆 极限 》 中 最 好 的 一 幅 
( 彩 图 20): 同一 系列 的 鱼 都 有 同一 种 颜色 ,并 


且 首 尾 相 接地 沿 着 白色 路 径 从 一 边 向 另 一 边 游 动 ,从 而 达到 了 一 种 方向 上 的 连续 性 . 每 一 
条 曲线 的 两 端 都 和 圆周 垂直 ,彼此 交叉 ,从 而 标 出 了 这 个 非 欧 几 里 得 空间 的 框架 . 一 队 队 
的 鱼 从 无 限 远 的 边缘 游 出 来 , 越 靠近 中 央 越 大 ,然后 又 游 回 圆周 的 边缘 . 然而 ,它们 永远 游 
不 到 边缘 . 对 它们 来 说 ,那里 就 是 宇宙 的 尽头 ,之 外 就 是 绝对 的 "无 ” 


第 7(/) 章 Ss 


Re 重 温 发 数学 


代数 是 慷慨 的 , 它 提供 给 人 们 的 常常 比 人 们 要 求 的 还 要 多 . 
达 关 贝尔 
过 去 的 三 个 世纪 中 ,代数 在 两 条 轨道 上 延续 : 一 条 是 走向 更 高 层 的 抽象 理 
论 , 另 一 条 是 走向 具象 的 计算 方法 . 
约翰 。 塔 巴克 


81 符号 代数 的 发 展 


微 积 分 诞生 前 的 两 个 重大 事件 是 : 符号 代数 的 发 展 和 解析 几何 的 诞生 . 

在 学 习 代 数 时 ,我们 会 觉得 代数 与 几何 学 不 同 , 它 是 一 门 高 度 符 号 化 的 学 科 . 在 代数 
中 充满 了 各 种 符号 ,例如 加 号 、 减 号 、 乘 号 、 除 号 、 等 号 ,以 及 表示 未 知 量 的 x+,y,z, 表 示 已 
知 量 的 a,b,c, 等 等 .但 是 ,很 少 人 知道 ,这 些 符号 表示 法 仅仅 有 四 百 多 年 的 历史 ,实际 上 大 
多 数 符号 的 出 现 还 不 到 四 百年 . 

代数 符号 化 的 过 程 经 历 了 三 个 阶段 : 文字 阶段 .简写 阶段 和 符号 阶段 . 


1. 文字 阶段 


第 一 个 阶段 是 文字 表示 的 代数 学 ,其 中 问题 和 问题 的 解法 完全 用 文字 叙述 ,而 没有 任 
何 简写 和 符号 .我 们 举 一 个 巴比伦 的 例子 . 

巴比伦 人 常常 用 长 . 宽 ,面积 这 些 字 代表 未 知 量 , 并 不 一 定 因为 所 求 的 未 知 量 是 这 些 
几何 量 ,而 可 能 是 许多 代数 问题 来 自 几 何方 面 .从 下 面 的 问题 可 以 看 出 他 们 是 怎样 表述 未 
知 量 和 陈述 问题 的 : 
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我 把 长 乘 宽 得 面积 10; 把 长 大 于 宽 的 量 自 乘 ,再 把 这 个 结果 乘 以 9, 这 个 面积 等 于 长 
自 乘 所 得 的 面积 . 问 : 长 和 宽 是 多 少 ? 
我 们 用 现代 的 代数 符号 来 表达 这 一 问题 . 设 长 为 z, 宽 为 y%, 则 问题 可 以 化 为 下 面 的 
方程 : 
zy 二 10,， 
8 (xr— Y=, 
顺便 说 明 一 下 ,求解 时 得 出 xz 的 四 次 方程 ,而 实际 上 是 x* 的 二 次 方程 . 


2. 简 与 阶段 


在 西方 ,简写 阶段 出 现在 丢 番 图 时 代 . 可 以 说 ,在 丢 番 图 以 前 ,一 切 代数 学 都 是 文字 表 
示 的 . 丢 番 图 (Diophantus) 对 代数 学 发 展 的 巨大 贡献 之 一 ,就 是 简写 了 希腊 代数 学 . 在 丢 
番 图 的 著作 (算术) 一 书 中 ,我 们 看 到 表示 未 知 数 、 未 知 数 的 直到 六 次 的 竹 以 及 相 减 、 相 等 
和 倒数 的 简写 符号 . 例如 ,“ 未 知 数 的 平方 "由 A” 来 表示 , “未知 数 的 立方 ”由 K?” 来 表示 . 
这 样 ,文字 表示 的 代数 学 转变 为 简写 的 代数 学 ,这 是 数学 史上 的 一 个 里 程 碑 . 丢 番 图 因此 
被 称 为 代数 学 之 父 . 

中 国 和 印度 也 出 现 了 简写 的 代数 学 .中 国 金 .元 时 期 的 数学 家 李 冶 (1192 一 1279) 的 著 
作 中 出 现 了 “天 元 术 ”.“ 天 元 ”表示 未 知 数 , 相 当 于 现在 的 x.“ 天 元 术 ” 很 快 被 推广 为 “四 元 
术 ”".“ 四 元 术 " 就 是 以 天 、 地 、 人 、 物 四 字 作 为 元 ,分 别 代表 四 个 未 知 数 , 相 当 于 现在 的 x,y， 


aU, 
3. 符号 阶段 


16 世纪 引进 符号 体系 的 压力 来 自 迅 速 发 展 的 科学 对 数学 家 提出 的 要 求 . 引进 符号 体 
系 是 代数 学 的 一 个 根本 性 的 进步 .事实 上 ,由 于 采用 了 符号 体系 , 才 使 代数 成 为 一 门 科 学 . 

1489 年 , 维 德 曼 (]. Widman，1462 一 1498) 在 莱比锡 出 版 了 一 部 算术 书 ,其 中 第 一 次 
使 用 了 加 号 “十 "和 减 号 “一”, 用 来 表示 箱子 重量 的 超 和 亏 , 后 来 被 数学 家 所 袭 用 .“ 二 ”号 
是 1557 年 雷 科 德 (R. Recorde，1510 一 1558) 引 入 的 . 他 解释 说 :“ 因 为 没有 任何 别 的 事物 
比 这 两 条 线段 更 相同 的 了 .” 

我 们 在 这 里 把 部 分 数学 符号 和 表示 法 使 用 的 情况 列 成 表 以 供 参考 ( 表 10-1). 
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表 10-1 部 分 数学 符号 和 表示 法 使 用 的 情况 
使 用 者 时 间 
J. Widman( 德 国 ) 1489 年 


R. Recorde( 莫 国 ) 1557 年 


W. Oughtred( 英 国 ) 1631 年 


J. H. Rahn( 瑞 士 ) 1659 年 


T. Harriot( 英 国 ) 16 世纪 
C.Rudolff( 奥地利 ) 16 世纪 
A. Girard( 人 荷兰) 16 世纪 


N. Chuquer( 法 国 ) 1484 年 
指数 as P. Herigone( 法 国 ) 1634 年 
指数 好 = Descartes( 法 国 ) 1637 年 
虚数 单位 VV 二 了 i Euler( 瑞 士 ) 1777 年 
圆周 率 nx Euler( 瑞 士 ) 1737 年 
积分 符号 Leibniz( 德 国 ) 1675 年 
微分 符号 Leibniz( 德 国 ) 1675 年 


韦 达 是 第 一 个 有 意识 地 、 系 统 地 使 用 字母 的 人 ,他 不 仅 用 字母 表示 未 知 量 和 未 知 量 的 
乘 短 ,而 且 用 字母 来 表示 一 般 的 系数 . 他 严格 区 分 了 已 知 量 与 未 知 量 , 他 用 辅音 字母 表示 
已 知 量 ,用 元 音字 母 表示 未 知 量 . 

韦 达 规定 了 算术 和 代数 的 分 界 . 他 说 ,代数 是 施行 于 事物 的 类 或 形式 的 运算 方法 ,而 
算术 是 同 数 打交道 的 . 这 样 代数 就 成 为 研究 一 般 类 型 的 形式 和 方程 的 学 问 了 . 

韦 达 通过 使 用 字母 来 表示 不 同类 型 的 对 象 ,这 实际 上 是 发 现 了 一 种 新 的 语言 ,这 种 语 
言 能 够 用 于 表示 所 有 类 型 的 逻辑 关系 . 尤其 是 ,他 找到 了 一 种 能 够 用 于 研究 点 、 线 、 面 \、 体 
和 其 他 几何 对 象 之 间 关 系 的 语言 ,这 对 解析 几何 与 微 积分 的 诞生 是 必要 的 前 奏 . 

笛 卡 儿 改 进 了 韦 达 的 方法 ,他 在 1637 年 用 字母 表 中 前 面 的 字母 a,b,c 等 表示 已 知 
量 ,用 字母 表 中 后 面 的 字母 x,y,z 等 表示 未 知 量 . 这 就 是 我 们 目前 仍然 采用 的 惯例 . 

莱 布 尼 茨 的 名 字 在 符号 史上 是 必须 提 到 的 . 他 对 各 种 记 法 进行 了 长 期 研究 ,试用 过 一 
些 符 号 ,征求 过 别人 的 意见 ,然后 选取 他 认为 最 好 的 符号 . 他 清楚 地 认识 到 ,好 的 符号 可 以 
大 大 地 节省 脑力 劳动 . 微 积分 中 使 用 的 符号 是 莱 布 尼 茨 引进 的 ， 
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欧 拉 对 数学 的 符号 化 也 作出 了 重大 贡献 . 他 采用 f(z) 作 为 函数 的 符号 ,用 e 表示 自 
然 对 数 的 底 , 用 >) 作为 级 数 中 的 求 和 号 . 

符号 化 的 主要 优点 是 什么 呢 ? 

第 一 , 它 节 省 并 帮助 数学 家 进行 思维 ,大 大 地 促进 了 数学 的 发 展 .事实 上 ,数学 符号 诞 
生 后 ,数学 发 展 的 速度 空前 加 快 了 . 

第 二 ,符号 是 交流 和 传播 数学 思想 的 媒介 . 这 就 使 得 数学 很 快 深 入 到 其 他 科学 领域 . 
而 且 , 仅 仅 依 靠 符号 的 使 用 ,而 无 须 复杂 工具 和 昂贵 仪器 ,数学 就 能 得 到 广泛 的 发 展 ,这 是 
其 他 领域 做 不 到 的 . 

第 三 ,引进 符号 ,在 一 般 意 义 下 处 理 参数 ,就 能 使 我 们 把 注意 力 集中 到 一 般 解 法 ,而 不 
是 具体 的 解 本 身 , 集 中 到 考虑 不 同 问 题 之 间 的 联系 ,强调 的 重点 从 特殊 过 渡 到 一 般 . 这 个 
转变 ,对 于 促进 微 积 分 算法 的 产生 ,是 一 个 必 不 可 少 的 因素 . 

数学 语言 与 通常 的 语言 有 重大 的 区 别 , 它 把 自然 语言 扩充 、 深 化 ,而 变 为 紧凑 、 简 明 的 
符号 语言 . 这 种 语言 是 国际 性 的 , 它 的 功能 超过 了 普通 语言 ,具有 表达 与 计算 两 种 功能 . 物 
理学 家 赫兹 说 : 

“我 们 无 法 避 开 一 种 感觉 , 即 这 些 数 学 公式 自 有 其 独立 的 存在 , 自 有 其 本 身 的 智慧 ; 它 
们 比 我 们 还 要 聪明 ,甚至 比 发 明 它 们 的 人 还 要 聪明 ;我 们 从 它们 得 到 的 实 比 原 来 装 进去 
的 多 .” 

数学 语言 具有 音义 性 准确 性 和 演算 性 . 


8 2 代数 学 发 展 的 三 个 不 同时 期 


什么 是 代数 ? 它 的 基本 问题 是 什么 ”要 回答 这 两 个 问题 ,需要 进行 历史 的 考察 . 

代数 学 是 数学 中 的 一 个 历史 悠久 的 重要 分 支 , 它 的 研究 对 象 .方法 和 中 心 问题 都 经 历 
了 重大 的 变化 . 代数 学 的 发 展 分 为 三 个 不 同 的 时 期 : 代数 学 的 诞生 、 代 数 方程 式 论 .代数 
结构 . 在 这 三 个 不 同 的 时 期 内 ,人 们 将 三 种 很 不 相同 的 对 象 理解 为 代数 学 . 


1. 代数 学 的 诞生 


第 一 个 时 期 要 追溯 到 9 世纪 . 阿拉 伯 数 学 家 穆罕默德 。 阿尔 。 花 拉 子 米 (al- 
Khowarizmi, 约 780 一 850) 最 重要 的 著作 是 《用 al-jabr 和 al-muqabala 解 问题 》(On the 
Solution of Problems by Al-jabr and Al-mugabala ).“al-jabr” 一 词 可 译 为 “还 原 ”, 它 指 的 
意思 是 ,方程 一 边 的 负 项 可 移 到 另 一 边 , 变 为 正 项 ;“aLmuqabala” 一 词 可 译 为 比较”, 它 
指 的 意思 是 ,同时 在 方程 两 边 减 去 相等 的 正 量 所 进行 的 简约 . 两 个 词 结合 起 来 ,“al-jabr 
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and wal-muqabala” 表 示 更 一 般 的 意义 , 即 执行 代数 运算 . 英文 “algebra ”一 词 就 来 自 "al- 
jabr” 而 中 文 “ 代 数 ” 一 词 则 是 清朝 著名 数学 家 李 善 兰 (1811 一 1882) 首 创 的 译名 ,并 一 直 
沿用 到 今天 . 花 拉 子 米 的 著作 对 代数 思想 和 符号 的 建立 有 重要 影响 . 

如 前 所 述 ,16 世纪 未 ,法国 数 学 家 韦 达 用 拉丁 字母 表示 问题 中 的 常数 和 变数 . 大 多 数 
当代 的 代数 符号 在 17 世纪 中 叶 已 经 知道 了 ,这 标志 着 代数 学 “史前 时 期 ”的 结束 . 从 这 个 
时 期 起 ,数学 家 们 把 代数 学 看 成 字母 计算 、 关 于 字母 构成 的 公式 的 变换 以 及 代数 方程 等 的 
科学 . 它 与 算术 的 不 同 在 于 ,算术 永远 是 对 具体 的 数字 进行 运算 . 

在 这 一 时 期 ,数学 家 们 的 研究 并 不 局 限于 解 方程 ,许多 其 他 课题 也 引起 他 们 的 兴趣 . 
例如 ,各 种 代数 式 的 运算 、 因 式 分 解 , 二 项 式 的 展开 公式 ,构造 各 种 有 用 的 恒等式 ,各 种 级 
数 的 求 和 ,特别 是 前 对 个 自然 数 的 方案 和 ,等 等 ,都 进入 代数 学 的 研究 范围 . 这 就 是 关于 代 


数学 的 第 一 个 观念. 
2. 代数 方 程式 论 


20 世纪 考古 发 现 的 一 个 令 人 震惊 的 事实 是 , 美 索 不 达 米 亚 人 在 公元 前 1700 年 已 经 
获得 了 二 次 方程 的 求 根 公式 .文艺 复兴 时 期 ,数学 家 们 致力 于 寻找 三 `. 四 次 代数 方程 的 求 
根 公 式 ,并 获得 成 功 . 在 随后 的 年 代 里 ,人 们 试图 遵循 三 .四 次 代数 方程 求解 方法 的 思路 去 
寻求 五 次 以 上 代数 方程 的 解法 ,但 都 遭 到 失败 ,以 致 在 十 七 八 世 纪 代 数学 处 于 沉寂 的 状 
况 . 这 个 时 期 的 一 个 重要 成 果 是 吉 拉 和 尔 (A. Girard，1590 一 1633) 于 1629 年 提出 的 代数 基 
本 定理 ,但 他 没有 给 出 证 明 . 证 明 是 二 百年 后 高 斯 给 出 的 . 

一 元 高 次 代数 方程 是 一 个 较 难 的 课题 . 在 这 个 课题 屡 遭 挫折 的 同时 ,数学 家 们 在 较 容 
另 的 多 元 线性 方程 组 的 研究 中 取得 了 进展 . 苏格兰 数学 家 麦克 劳 林 (C. Maclaurin， 
1698 一 1746) 和 日 本 数学 家 关 孝 和 (1642 一 1708) 分 别提 出 了 行列 式 的 概念 . 瑞士 数学 家 克 
莱 姆 (G. Cramer，1704 一 1752) 在 1750 年 研究 如 何 由 一 条 代数 曲线 上 已 知 点 的 坐标 来 确 
定 该 曲线 方程 的 系数 时 ,给 出 了 宁 元 线性 方程 组 的 公式 , 即 克 莱 姆 法 则 . 由 此 开始 ,行列 式 
和 和 矩阵 的 理论 .二 次 型 和 线性 变换 的 理论 得 到 很 大 的 发 展 ,特别 是 不 变量 的 理论 也 发 展 起 
来 了 ， 

高 于 四 次 的 代数 方程 不 可 用 根 式 求解 的 问题 最 终 由 挪威 的 年 轻 数学 家 阿 贝 尔 (N. H. 
Abel, 1802 一 1829) 所 证 明 . 阿 贝 尔 在 他 的 工作 中 引入 了 两 个 新 的 数学 概念 : 域 和 不 可 约 
多 项 式 . 域 是 最 早 的 数学 结构 . 

进一步 的 辉煌 成 就 是 由 另 一 位 年 轻 的 法 国 天 才 数 学 家 伽 罗 瓦 (Evariste Galois，1811-- 
1832) 做 出 的 . 他 完满 地 解决 了 一 元 代数 方程 可 用 根 式 求解 的 充分 必要 条 件 . 但 更 重要 的 是 ， 
他 的 工作 表明 ,代数 方程 式 的 理论 不 过 是 群 和 域 的 一 般 结构 理论 的 一 个 应 用 而 已 . 
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18 世纪 和 19 世纪 ,代数 学 处 理 的 主要 问题 是 一 元 妹 次 代数 方程 的 求 根 问题 . 在 19 世 
纪 中 时, 谢 尔 的 两 卷 代数 问世 了 .在 这 部 书 里 ,代数 被 定义 为 代数 方程 式 论 . 这 是 关于 代数 
学 的 第 二 个 观念 . 


伽 罗 瓦 的 理论 是 方程 式 论 的 高 峰 , 并 标志 代数 学 发 展 的 第 三 个 时 期 的 开始 . 
3. 代数 结构 


19 世纪 星期 发 生 在 代数 学 的 革命 是 ,远离 计算 , 朝 着 数学 基础 结构 的 识别 和 使 用 的 
方向 发 展 . 从 根本 上 说, 任何 一 个 数学 体系 都 是 一 种 逻辑 结构 ,对 这 些 结构 进行 研究 才 是 
理解 数学 体系 本 身 的 最 直接 的 方法 . 

因此 ,代数 学 的 核心 研究 对 象 不 应 当 是 代数 方程 ,而 应 当 是 各 类 代数 系统 . 这 些 研究 
为 代数 学 在 19 世纪 末 向 近代 发 展 转移 开辟 了 道路 ,而 近代 发 展 阶段 是 对 以 前 各 孤立 的 代 
数学 概念 在 共同 的 公理 基础 上 进行 提炼 . 这 样 ,第 三 个 关于 代数 学 是 什么 的 观念 是 ,代数 
等 的 目的 是 研究 各 种 代数 结构 . 这 就 是 公理 化 的 抽象 的 代数 . 重要 之 点 仅仅 是 ,在 所 考虑 
的 系统 里 运算 满足 什么 样 的 公理 . 有 趣 的 是 ,这 样 的 代数 系统 无 论 就 数学 本 身 或 它 的 应 用 
都 具有 巨大 的 意义 ， 


8 3 代数 方程 式 论 


代数 方程 式 的 理论 基本 上 沿 着 两 个 方向 发 展 : 一 是 寻求 一 元 高 次 代数 方程 的 解法 ; 
二 是 寻求 线性 方程 组 的 解法 . 沿 着 前 者 引出 了 群 论 和 不 变量 的 理论 ; 沿 着 后 者 引出 了 行列 
式 、 和 矩阵 论 .二 次 型 与 线性 变换 及 高 维 空间 的 理论 . 

1. 方程 式 论 

我 们 在 中 学 里 已 经 熟悉 了 一 元 一 次 代数 方程 与 一 元 二 次 代数 方程 的 解法 . 一 元 三 次 
代数 方程 和 一 元 四 次 代数 方程 的 解法 要 困难 得 多 ,直到 16 世纪 初 , 才 由 意大利 数学 家 所 
解决 . 

意大利 的 数学 家 ,力学 家 、 军 事 学 家 塔 尔 塔 利 亚 CN. Tartaglia, 约 1499 一 1557) ,原名 
E 塔 纳 , 以 发 现 一 元 三 次 代数 方程 的 解法 而 著称 . 1534 年 ,他 执教 于 威尼斯 ,宣称 已 知 一 
元 三 次 代数 方程 的 解法 ,这 引起 了 非 奥 尔 (A. M. Fior) 的 不 服 . 非 奥 尔 是 意大利 数学 家 费 
罗 (Scipione del Ferro，1465 一 1536) 的 学 生 , 兽 得 到 费 罗 关于 解 一 元 三 次 代数 方程 的 秘 
传 . 为 此 他 问 塔 尔 塔 利 亚 提出 挑战 . 塔 尔 塔 利 亚 起 而 应 战 , 并 用 8 天 结束 了 这 次 竞赛 ,给 出 
了 解 形 如 


2 
§3 代数 方程 式 论 ， 


TX 十 px 十 gq 二 0 
的 任何 三 次 代数 方程 的 解法 . 

米兰 的 数学 和 物理 教授 卡尔 达 诺 (G. Cardano，1501 一 1576) 在 得 知 塔 尔 塔 利 亚 的 发 
明 后 ,就 要 求 塔 尔 塔 利 亚 将 秘诀 告诉 他 ,并 立 下 誓言 永 不 泄露 . 可 是 他 没有 遵守 诺言 ,1545 
年 出 版 (大 术 》(Ars Magna) 一 书 , 将 一 元 三 次 代数 方程 的 解法 公 之 于 世 . 这 激怒 了 塔 尔 塔 
利 亚 , 导 致 一 场 争 吵 ,结果 不 欢 而 散 . 

一 元 三 次 代数 方程 的 解 的 公式 虽然 应 该 叫做 塔 尔 塔 利 亚 公 式 , 但 直到 现在 为 止 ,仍然 
叫做 卡尔 达 诺 公式 . 

一 元 三 次 代数 方程 解 出 之 后 ,一 元 四 次 代数 方程 很 快 就 被 费 拉 里 (L. Ferrari, 1522 一 
1565) 解 出 . 一 元 三 次 代数 方程 和 一 元 四 次 代数 方程 的 解 出 具有 重大 意义 ,文艺 复兴 时 代 
的 数学 第 一 次 超过 了 古代 的 成 就 . 这 就 鼓舞 了 后 面 的 数学 家 用 根 式 解 五 次 以 上 的 代数 
方程 . 


2. 代数 基本 定理 


到 16 世纪 ,人 们 已 经 知道 ,一 元 一 次 代数 方程 有 一 个 根 ,一 元 二 次 代数 方程 有 两 个 
根 , 一 元 三 次 代数 方程 有 三 个 根 , 一 元 四 次 代数 方程 有 四 个 根 . 这 样 就 自然 地 产生 了 一 个 
问题 : 一 元 n 次 代数 方程 有 n 个 根 吗 ? 数学 史上 第 一 位 考虑 这 一 问题 的 数学 家 是 吉 拉 
尔 , 他 猜想 每 个 一 元 n 次 代数 方程 都 有 个 根 . 花 拉 子 米 和 韦 达 都 不 可 能 有 这 一 论断 , 因 
为 他 们 认为 ,只 有 正 根 才 是 合理 的 . 这 个 极 具 洞察 力 的 猜想 就 是 代数 基本 定理. 

代数 基本 定理 是 整个 数学 中 最 重要 的 定理 之 一 . 

代数 基本 定理 ”任何 一 元 次 代数 方程 

fr) = or :Tat =0 (10.1) 
在 复数 域 里 及 个 根 ,其 中 ,as,…,a, 是 复数 . 

有 了 代数 基本 定理 ,我 们 就 可 断言 ,一 元 n 次 多 项 式 f(x) 可 以 分 解 为 一 次 因子 的 连 

乘积 , 即 

一 一 (10. 2) 
这 里 zzz，…zw 为 实数 或 复数 ,它们 都 是 方程 (10. 1) 的 根 . 这 样 ,方程 的 根 的 个 数 与 方 
程 的 次 数 联系 起 来 了 . 

代数 基本 定理 的 意义 表现 在 以 下 三 方面 : 

(1) 复数 域 包含 了 复 系数 代数 方程 的 所 有 解 ; 

(2) 任何 多 项 式 都 能 在 复数 域 中 分 解 为 一 次 因子 的 连 乘积 ; 

(3) 方程 的 次 数 就 是 方程 的 根 数 (包括 重 根 的 个 数 ). 


170 


第 10 章 重 温 代数 学 


代数 基本 定理 是 一 个 存在 性 定理 ,而 非 构造 性 定理 . 我 们 只 知道 ,一 元 n 次 代数 方程 及 
个 根 ,但 是 不 知道 它们 都 是 什么 ,也 不 知道 如 何 把 它们 找 出 来 . 数学 中 的 存在 性 问题 是 数学 哲 
学 中 的 深刻 问题 . 存在 性 定理 在 数学 中 第 一 次 出 现 的 时 候 , 曾 在 数学 界 引起 了 激烈 的 争论 . 

代数 基本 定理 的 第 一 个 实质 性 证 明 是 高 斯 于 1799 年 在 他 的 博士 论文 中 给 出 的 . 因为 
证 明 依赖 于 对 复数 的 承认 ,所 以 高 斯 巩固 了 复数 的 地 位 . 其 后 又 有 多 个 证 明 , 每 一 个 新 证 
明 都 建立 了 代数 基本 定理 与 其 他 数学 分 支 的 新 的 联系 . 

当然 ,人 们 对 代数 学 的 研究 并 没有 随 着 代数 基本 定理 的 证 明 而 完结 ,人 们 把 焦点 从 对 
代数 方程 的 解 的 研究 转向 了 对 数学 体系 逻辑 结构 的 更 一 般 的 研究 


3. 根 与 系数 的 关系 韦 达 定 理 
将 式 子 


CT R(T 
乘 开 ,并 比较 (10.2) 式 两 端 工 的 同 次 过 的 系数 ,可 得 
Ce sk a a i 
az =rirzTrirs 二 十 rir,, 
—as=rirzrs 二 rirer 二 …， (10. 3) 
(Par 
这 就 是 韦 达 公 式 , 它 给 出 了 根 与 系数 的 关系 . 
如 果 用 mw 表示 (10. 3) 右 边 的 多 项 式 , 则 (10. 3) 可 以 写 为 
ok=(—l)a: (k=1,2,°,n). 


ot 称 为 & 次 初等 对 称 函 数 或 初等 对 称 多 项 式 . 


定义 ” 设 FGCzri,zz, zu) 是 一 个 含 浆 个 变量 的 多 项 式 , 若 下 (zlzs，…z) 对 寻 个 变 
量 的 任何 排列 都 不 变 , 则 称 (zi ,zs，… ,zx,) 为 这 nn 个 变量 的 对 称 多 项 式 . 

es 大 定理 可 以 证 明 , 一 个 方程 的 根 的 任何 对 称 多 项 式 都 可 以 用 这 个 方程 的 系数 表 
示 . 这 一 事实 是 伽 罗 瓦 理论 的 基石 . 


4. 五 次 以 上 的 代数 方程 


在 意大利 人 解决 了 三 次 和 四 次 代数 方程 之 后 ,数学 家 就 将 注意 力 转向 五 次 及 五 次 以 上 的 
代数 方程 ,其 中 一 项 重要 的 工作 是 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 给 出 的 . 拉 格 朗 日 在 1770 一 1771 年 所 发 
表 的 长 文 (关于 代数 方程 解法 的 思考 中 讨论 了 二 次 ,三 次 和 四 次 代数 方程 的 一 切 解 法 ,而 后 被 
人 迫 得 出 结论 ,这 些 解法 对 五 次 及 五 次 以 上 的 代数 方程 看 来 是 不 可 能 的 . 他 确实 给 出 了 代数 方程 


8$4 三 次 代数 方程 与 四 次 代数 方程 ， 


的 次 数 n<4 时 成 功 而 7 一 4 时 失败 的 道理 . 这 种 洞察 力 为 阿 贝 尔 EPE 
和 伽 罗 瓦 所 利用 . 

1824 年 ,挪威 的 天 才 数 学 家 阿 贝尔 证 明了 : 对 于 一 般 的 
互 次 及 五 次 以 上 的 代数 方程 , 根 式 解 是 不 可 能 的 . 原来 一 切 
伟大 的 数学 家 三 个 世纪 以 来 用 根 号 去 解 五 次 或 更 高 次 数 的 
方程 之 所 以 不 能 成 功 , 其 原因 是 这 个 问题 在 一 般 情 况 下 没有 
根 式 解 . 

阿 贝 尔 定理 ”不 是 所 有 的 五 次 代数 方程 部 有 根 式 解 . 

然而 这 并 不 是 问题 的 全 部 ,代数 方程 式 的 理论 的 最 美妙 
之 处 仍然 留 在 前 面 . 问题 在 于 有 和 多少 种 特殊 形式 的 五 次 及 五 
次 以 上 的 代数 方程 能 用 根 式 求解 ,而 这 些 方程 又 恰恰 有 多 方 阿 贝 尔 
面 的 应 用 . 例如 ,三 项 方程 xz* 二 a 就 可 用 根 式 求解 .于 是 ,用 


根 式 解 代数 方程 的 问题 在 新 的 基础 上 提出 来 了 : 找 出 代数 方程 能 用 根 式 解 出 的 充分 与 必 


要 的 条 件 . 


Y4 三 次 代数 方程 与 四 次 代数 方程 


1， 单 位 根 
设 是 正 整 数 ,a 是 任意 复数 . 考虑 方程 


xz" 一 a 二 0 或 z"=a. 
其 解 为 
z 一 Va . 
为 了 把 个 根 具 体 地 表达 出 来 , 设 zx 一 p(Ccosg+isin0) ,一 r(cosp 十 isinp) ,于 是 
pp" (cosn0tisinng)—=r(cosptising). 
由 此 得 
0 =r,， 70 一 9 十 2Ar (k 二 土 ] , 土 2,*…)， 

从 而 


o 一 六 ， 2Ar 


n 


这 样 一 来 ,有 


(10. 4) 
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Ya=% (cos RE tisin ORF). (10. 5) 


邻 & 二 0,1,2,…,n 一 1, 就 可 以 得 出 nn 个 不 同 的 根 . 这 里 Vr 取 算术 值 . 
在 公式 (10.5) 中 , 令 a 三 1, 就 得 到 1 的 n 次 单位 根 : 
而 三 的 5 a pisin A 
n n 
在 复数 域 ,1 恰 有 7 个 不 同 的 nn 次 方 根 ,它们 可 以 用 单位 
圆 的 一 个 内 接 正 nn 边 形 的 顶点 来 表示 (图 10-1). 当 
k 二 0 时 ， 


(k=0,1 yA dt i 


cos0 十 isin0 一 1 ， 
1 ” 它 是 正 边 形 的 第 一 个 顶点 . 正 多 边 形 的 第 二 个 顶点 是 


a008 -i 5 (10. 6) 
n n 


下 一 个 顶点 是 a* a 一 a* ,因为 把 向 量 a 旋转 2 就 得 到 它 . 


10-1 再 下 一 个 顶点 是 i. 继续 下 去 ,第 nn 步 之 后 ,我 们 回 到 顶点 
1, 即 我 们 有 


Wi se 
[; 一 症 


例 1 我 们 给 出 三 次 单位 根 . 显然 ,第 一 个 顶点 是 = 一 1. 设 第 二 个 顶点 是 w, 则 第 三 个 
顶点 是 w : 


w= COs Stisin Ee 一 去 十 i 
w’ = cos Stisin r= 一 二 一 i9. 
这 两 个 根 后 面 将 用 到 . 
2. 化 为 缺 项 的 方程 
设 三 次 代数 方程 为 
y +ary’ tazyta;=0. CIO. 7 
我 们 来 证 明 , 它 可 以 化 为 如 下 形式 的 缺 项 的 三 次 方程 : 
i 二 prtaq=0. (10. 8) 


事实 上 , 令 > 一 z 一 已 ,把 它 代 和 人 方程 (10. 7) ,得 


84 ER 
(z 一 全) 十 ai (z 一 笃 ) 十 as (= 一生) 十 a 


二 Xx 一 3 . 区 2 全 Ee 


式 中 “…"* 表 示 x 的 一 次 项 和 0 次 项 . 易 见 ,上 式 中 含 x? 的 项 互相 消 掉 了 ,再 合并 同类 项 ， 
就 得 到 方程 (10. 8) ,其 中 


3. 三 次 代数 方程 的 解 


解 三 次 代数 方程 (10. 8) 的 方法 是 引进 两 个 辅助 未 知 量 w 和. 设 x= “十 w, 把 它 代 人 
方程 (10. 8) ,得 到 
(utvw)’ 二 p(wuv) 二 gq=0. 
把 第 一 项 展开 ,并 合并 同类 项 ,得 到 
十 如 十 q 十 3uv(wu 十 v) 十 p(u 十 v) 二 0， 


进而 得 
(十 如 十 gq) 十 (3uv 十 p)(u 十 v) 二 0. (10. 9) 
因为 我 们 用 两 个 未 知 量 x 和 w 替代 一 个 未 知 量 z ,还 可 以 再 加 一 个 条 件 : 
3uv 二 p=0 <> uv 一 一 饼 . (10. 10) 
这 样 一 来 ,方程 (10.9) 就 变 成 了 两 个 方程 : 
Wu 十 二 一 g， w= 一 各. 


由 此 立刻 看 出 ,w 和 vw 是 二 次 代数 方程 
x +qz 一 乞 一 0 


的 两 个 根 . 解 这 个 二 次 代数 方程 ,得 


2 3 2 3 
gq gq p qa gq p 
3 2 T4127 * 2 4 1 27° 


由 此 得 出 


10. 411 


174 | 


第 10 章 重 温 代数 学 


这 样 ,我 们 就 得 到 方程 (10.8) 的 解 


天 二话 | 交 忆 钴 和 /< (10. 12) 


4. 解 的 确定 


因为 一 个 立方 根 在 复数 域 中 有 三 个 值 ,所 以 (10. 11) 式 给 予 u,v 各 三 个 值 ,互相 搭配 
起 来 共有 九 个 值 . 而 三 次 代数 方程 只 有 三 个 根 , 因 此 用 (10. 12) 式 求 x 的 值 时 ,不 能 取 u,v 
值 的 任意 组 合 ,必须 使 它们 满足 (10. 10) 式 才 是 解 . 

设 ww 是 的 三 个 值 中 的 任 一 个 ,wu 的 另外 两 个 值 可 用 1 的 立方 根 w 与 w? 乘 由 得 到 : 


U2 一 MiG， Us 一 2 2 
用 vw 表示 的 三 个 值 中 乘 z 满足 (10. 10) 式 的 那个 值 , 即 ww 一 一 号 的 另外 两 个 值 是 


有 2 
了 2 一 WU， 5 一 人 TO 。 


现在 的 问题 是 : 分 别 与 必 ,xs 相对 应 的 过 是 哪 两 个 值 ? 我 们 有 


es 2 -2 
UU UwW® UIw WU 
ee 2 th, 
Wa MA A UR 


所 以 ,tw 与 mm 对 应 ,ws 与 ww 对 应 .这 样 一 来 ,方程 (10. 8) 的 三 个 根 是 


V1 二 WT Vy 


六 一 中 二 wm 一 一 二 十 ai 次 oa 一 oo)， (LO 8.) 


六 一 由 十 四 一 一 于 Ca 十 vi ) i 0). 


公式 (10.13) 称 为 卡尔 达 诺 公式 . 
例 2 求解 方程 8x’ 一 6x 一 1 二 0. 
解 ” 将 方程 化 为 


借助 (10. 11) 式 ,我 们 得 到 


因而 
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Zi 一 Wi 十 vi ，» Xz 二 Uz 十 vw » X33 Us 十 vw. 
5. 三 次 代数 方程 解法 小 结 


三 次 代数 方程 的 成 功 解 出 为 四 次 代数 方程 的 求解 开辟 了 成 功 之 路 . 所 以 值得 将 三 次 
代数 方程 的 解法 做 一 小 结 : 

(1) 将 完全 三 次 代数 方程 化 为 缺 项 的 三 次 代数 方程 ; 

(2) 引进 两 个 辅助 变量 u,v 及 一 个 辅助 的 二 次 代数 方程 ; 

(3) 解 二 次 代数 方程 得 到 好 ,vw ,由 此 得 到 缺 项 的 三 次 代数 方程 的 解 ; 

(4) 解 的 确定 . 


6. 四 次 代数 方程 解法 概要 


解 三 次 代数 方程 的 要 点 是 , 解 一 个 三 次 代数 方程 必须 先 解 一 个 二 次 代数 方程 . 这 个 方 
法 启发 了 意大利 数学 家 费 拉 里 ,他 给 出 了 四 次 代数 方程 的 解法 . 其 主要 步骤 如 下 : 

(1) 将 完全 四 次 代数 方程 化 为 缺 项 的 四 次 代数 方程 ; 

(2) 引进 三 个 辅助 变量 u,v,ww, 并 引出 一 个 辅助 的 三 次 代数 方程 ; 

(3) 解 三 次 代数 方程 得 到 u,v,w; 

(4) 解 的 确定 . 

具体 解法 这 里 不 再 详 述 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 《数学 的 源 与 流 ) 的 第 十 章 . 


S85 群 和 域 


在 19 世纪 早期 ,代数 学 的 性 质 又 发 生 了 一 次 重大 的 变化 . 代数 学 中 引进 了 一 些 非 常 
新 颖 的 思想 ,它们 改变 了 每 个 依赖 于 代数 学 的 数学 分 支 . 这 些 思 想 的 核心 观念 是 ,远离 计 
算 , 胃 着 数学 基础 结构 的 识别 和 使 用 方向 发 展 . 

新 代数 学 的 最 初 应 用 涉及 求解 数学 史 中 最 古老 .最 棘手 的 问题 : 一 是 几何 三 大 难题 ; 
二 是 求解 任意 五 次 及 五 次 以 上 代数 方程 的 算法 问题 . 

1， 群 的 定义 

群 论 在 18 世纪 末 才 有 和 雏形. 到 1830 年 前 后 ,通过 阿 贝 尔 和 伽 罗 瓦 关 于 代数 方程 的 可 
解 性 工作 ,和 群 论 大 大 地 发 展 了 ,并 对 整个 数学 作出 了 巨大 贡献 . 

通 往 群 的 概念 的 基本 思想 是 结构 . 群 的 两 个 密切 相关 的 特征 是 : 元 素 的 集合 和 这 个 
集合 上 的 二 元 运算 .为 了 使 得 某 个 具有 二 元 运算 的 集合 构成 一 个 群 , 还 必须 假设 这 个 二 元 
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运算 具有 几 个 涉及 这 个 集合 元 素 的 基本 性 质 . 刻画 这 些 基 本 性 质 的 假设 就 是 群 的 公理 , 它 
们 是 : 运算 的 封闭 性 公理 、 结 合 律 公理 .单位 元 素 公 理 、 北 元素 公理 . 
定义 1 设 G 是 一 个 非 空 集合 ,如 果 在 G 内 定义 了 一 种 二 元 运算 , 即 定义 了 映射 
GXG — 6G, 
(asb) >ab (a,b,abEG), 
满足 下 面 的 公理 : 

(1) 封闭 性 : 若 & 与 2 是 G 的 元 素 , 则 ab 也 是 G 的 元 素 ; 

(2) 结合 律 : 任 取 a,6,cEG, 都 有 (ab)c 二 a(bc); 

(3) 单位 元 素 : G 中 有 一 个 元 素 e, 对 任意 的 元 素 a€ G, 都 有 ea 二 ae 二 a (e 称 为 单位 元 素 ); 

(4) 逆 元 素 : 对 G 的 任 一 元 素 4, 有 了 唯一 的 元 素 a ' EG, 使 得 aa ' 二 a "a 二 e (a ' 称 
为 a 的 逆 元 素 )， 

则 称 G 构成 一 个 群 . 

令 人 惊讶 的 是 ,代数 学 中 结果 最 丰富 的 领域 一 一 群 论 ,竟然 建立 在 这 样 一 组 简单 的 公 
理 之 上 . 群 论 就 是 研究 这 些 公 理 列 涵 着 什么 . 为 了 证 明 一 个 给 定 系 统 是 一 个 群 ,我 们 必须 
验证 所 有 这 些 公 理 是 否 被 满足 . 

群 论 在 纯 数学 和 应 用 数学 中 都 发 挥 着 根本 的 作用 ,大 量 非常 不 同 的 数学 结构 都 是 根 
植 于 群 论 的 . 这 种 公理 化 表述 的 美 在 于 ,关于 和 群 公理 性 质 的 任何 一 般 性 定理 均 能 应 用 于 任 
何以 某 种 抽象 方式 满足 这 些 公理 的 系统 ， 

带 有 交换 二 元 运算 的 群 叫做 交换 群 , 即 满足 知 ec,oEGC, 则 ap 三 pa 的 群 ,这 种 群 也 常 
常 叫 做 阿 贝尔 群 . 

群 这 一 术语 是 由 群 论 的 创始 人 法 国 数学 家 伽 罗 瓦 在 1832 年 引入 的 . 就 像 基 本 的 数 
学 思想 常 有 的 那样 , 群 论 的 思想 在 伽 罗 瓦 之 前 已 有 流传 . 拉 格 朗 日 实际 上 已 经 证 明了 和 群 论 
的 一 些 定理 ,虽然 形式 是 朴素 的 . 伽 罗 瓦 是 第 一 个 指出 群 可 不 用 置换 作 元 素来 定义 的 人 . 
他 的 天 才 工 作 起 初 并 没有 被 人 理解 . 直到 1854 年 ,凯利 才 指 出 , 群 的 本 质 结 构 使 得 可 以 不 
管 元素 种 类 的 特殊 性 和 具体 性 而 抽象 地 定义 群 . 

熟悉 群 的 公理 的 最 快 的 办 法 是 考察 数 的 集合 . 

例 1 加 法 群 . 

数 的 加 法 使 下 面 的 每 一 个 集合 都 构成 群 : 

元 素 集合 : Z: 整数 的 集合 ; 

Q: 有 理 数 的 集合 ; 
R: 实数 的 集合 ; 
C: 复数 的 集合 . 
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二 元 运算 : 通常 的 加 法 . 
结合 性 : 数 的 加 法 是 可 结合 的 . 
单位 元 素 : 0 是 这 些 集合 的 单位 元 素 ,也 称 为 0 元 素 . 
逆 元 素 : 对 每 个 元 素 zx, 一 x 是 x 的 逆 元 素 . 
因为 这 些 群 都 有 无 限 多 个 元 素 , 我 们 称 它们 是 无 限 群 . 易 见 ,这 些 加 法 群 都 是 交换 群 . 
例 2 乘法 群 . 
数 的 乘法 使 下 面 的 每 一 个 集合 都 构成 群 : 
元 素 集合 : Q 一 (0): 不 含 0 的 有 理 数 的 集合 ; 
R 一 {0}: 不 含 0 的 实数 的 集合 ; 
C 一 {0}: 不 含 0 的 复数 的 集合 . 
二 元 运算 : 通常 的 乘法 . 
结合 性 : 数 的 乘法 是 可 结合 
单位 元 素 : 1 是 这 些 集合 的 单位 元 素 . 


逆 元 素 : 对 每 个 元 素 x, 二 是 x 的 逆 元 素 . 


这 三 个 乘法 群 也 都 是 交换 群 
例 3 一 个 只 有 2 个 元 素 的 群 . 
元 素 集合 : 11 ,一 1). 
三 元 运算 : C11)=1y(==1y( 二 由 = 二 1y(1( 一 1 一 (一 1)(1)= 一 ]. 
结合 性 : 显然 . 
单位 元 素 : 1. 
逆 元 素 : (1) !==1,( 一 1) ! 二 一 1, 即 每 个 元 素 的 逆 元 素 是 它 自己 . 
这 个 群 的 元 素 的 个 数 是 有 限 的 ,我 们 称 它 是 有 限 群 . 一 个 有 限 群 的 阶 就 是 群 的 元 素 的 
个 数 . 这 个 群 的 阶 是 2. 
例 4 正方 形 的 对 称 群 . 
考虑 正方 形 到 自身 的 对 称 变换 . 首先 考虑 一 个 正方 形 在 平面 上 绕 它 的 中 心 的 转动 ,但 
是 允许 的 转动 只 限于 使 这 个 正方 形 与 自身 重合 的 转动 (图 10-2). 一 个 允许 的 转动 是 这 个 
正方 形 绕 中 心 沿 顺 时 针 方 向 旋转 90 . 把 这 个 转动 记 为 a. 男 外 的 允许 转动 是 : 
沿 顺 时 针 方 向 旋转 180°, 记 为 6; 
沿 顺 时 针 方 向 旋转 270 , 记 为 c. 
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我 们 可 以 把 转动 a,b,c 看 成 一 个 群 的 元 素 . 我 们 能 够 定义 一 个 二 元 运算 *X”, 使 aXb==c 
有 意义 吗 ? 一 种 办 法 是 按 下 面 的 方式 去 思考 : 
沿 顺 时 针 方 向 旋转 90” 接着 沿 顺 时 针 方 向 旋转 180” 
等 价 于 
沿 顺 时 针 方 向 旋转 270 ， 


元 素 a 接着 元 素 4 等 于 元 素 c， 


aXb=c. 
沿 顺 时 针 方 向 旋转 360" 等 于 不 旋转 , 它 等 同 于 恒 等 变 换 , 用 e 表示 人 恒 等 变 换 . 不 难看 出 ， 
b=aXa=a’, c=aXb=aXa’=a’. 
a 的 道 元 素 a 就 是 这 个 正方 形 绕 中 心 沿 逆 时 针 方 向 旋转 90°, 这 正 是 a , 即 a ' 二 =a. 所 
以 正方 形 的 旋转 变换 构成 一 个 群 ,这 个 群 由 4 个 元 素 构 成 : 
={evaa’ a}. 

正方 形 到 自身 的 对 称 变换 除了 上 面 的 绕 中 心 的 旋转 外 ,还 有 如 图 10-3 的 反射 变换 7. 
反射 变换 1 与 旋转 变换 复合 起 来 ,可 以 分 别 表示 为 {i,ta,ta’ ,ta*). 这 样 ,正方 形 到 自身 的 
另 一 个 对 称 变换 群 可 以 表述 为 


D, ={e,a Rl ya t,ta,ta’ sha } 9 


共有 8 个 元 素 . 
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2. 置换 群 


-个 集合 M 到 自身 的 所 有 一 一 映射 构成 的 群 叫 做 置换 群 . 如 果 已 知 集合 M 有 个 
元 素 ,就 称 这 个 置换 群 是 n 阶 对 称 群 ,用 S, 表示 . 含有 nn 个 元 素 的 置换 群 的 阶 数 是 n1. 
置换 群 特 别 有 用 , 其 理由 是 : 

(1) 它 为 我 们 提供 了 所 有 的 有 限 群 的 具体 表示 ,换言之 ,每 个 有 限 群 都 同 构 于 某 个 置 
换 棚 ; 

(2) 置换 群 在 求解 五 次 及 五 次 以 上 代数 方程 的 伽 罗 瓦 理论 中 是 重要 工具 . 

令 M 表示 一 个 非 空 的 有 限 集 , 它 的 元 素 可 以 是 任意 对 象 . 例如 ,M 可 以 是 由 数 
1,2,…,n 组 成 的 集合 ,也 可 以 是 独立 变量 zx ,za ,zw 的 全 体 . 设 存 在 M 到 自身 的 一 一 
映射 o, 使 得 对 集合 M 的 每 一 个 元 素 p ,都 有 一 个 完全 确定 的 M 中 的 元 素 p “与 之 对 应 , 记 
做 o(p) 二 pp .这 种 映射 称 为 置换 . 置换 群 就 是 以 置换 为 元 素 所 构成 的 群 . 

对 于 有 限 集合 M, 每 一 个 置换 都 可 以 用 表 来 给 出 . 例如 ， 


( 2 | ( 2 3 ) 
[0 2 一 9 d= y 
3 1 2 2 二 :3 


0 将 1 映 到 3,3 映 到 2,2 映 到 1, 我们 把 它 更 简单 地 表示 为 (1 3 2);o; 将 1 映 到 2,2 
映 到 1,3 映 到 4,4 映 到 3 ,我们 把 它 表 示 为 (1 2)(3 4). 
- 般 地 ,如 果 半 无 置换 把 个 元 素 的 一 部 分 zz yzon(Cns<m 作 如 下 变换 : 
ICzZi) 一 Ze， ar) 一 Za， …，O0Czn) 一 il， 
而 保持 其 余 n 一 m 个 元 素 不 动 , 则 称 o 是 一 个 长 度 为 m 的 轮换 , 记 做 
0= (A 
长 度 为 2 的 轮换 称 为 对 换 . 当 m 二 1 时 ,是 恒 等 置 换 , 记 做 (1). 
两 个 轮换 uc= (al as … am) 和 rr=( 六 bi) 称 为 不 相交 的 ,如 果 它 们 不 含有 相同 元 
素 . 因为 两 个 轮换 没有 公共 的 元 素 , 所 以 谁 也 不 影响 谁 ,因此 两 个 不 相交 的 轮换 的 乘积 是 
可 交换 的 . 
定理 1 每 一 个 置换 都 可 以 表示 为 不 相交 的 轮换 的 乘积 . 
证 明 设 cES.,c 天 (1). 取 让 E{(1,2, ,nn), 基 ol) 二 鹿 , 则 如 自己 做 成 一 个 轮换 
(让 ). 革 ol) 二 zyg(s) 二 3,…, 由 M 只 有 有 限 个 元 素 , 必 有 oli,) 二 记 . 于 是 我 们 得 到 轮 
换 (i 和 冯 ) 如果 m 二 n, 那 么 我 们 的 任务 已 完成 .如果 mr 二 ,我 们 就 再 取 二 ,做 同样 的 
工作 . 如 此 继续 ,最 后 必得 
6= (2 ho wo Ta) Bi bo oo Bf fo fy 
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1 2345678 

81673543 

系 ， 每 一 个 置换 都 可 以 表示 为 对 换 的 乘积 ， 

证 明 只 要 证 明 , 任 一 轮换 都 可 以 表示 为 对 换 的 乘积 .事实 上 ， 
iia ein) = hi) in 1) (i is) (i i2). 

1 23456 

543612 


例 5 ( )=0 8 2)(3 65)(4 7). 


例 6 ( j= 5)(2 46)=(1 5)(2 6)(2 4). 


3， 对 称 中 的 对 称 子 群 


对 群 的 内 部 结构 的 研究 ,将 有 助 于 了 解 群 的 一 些 性 质 . 某 些 群 有 一 种 内 部 结构 ,我们 
用 “ 子 群 "这 个 词 来 刻画 它 . 子 群 的 含义 是 一 个 群 中 的 群 . 

定义 2 如果 

(1) 集合 互 的 每 一 个 元 素 都 是 群 G 的 一 个 元 素 ; 

(2) 在 G 的 二 元 运算 下 五 是 一 个 群 ， 
则 称 集 合 态 是 群 G 的 一 个 子 群 . 

例 7 整数 加 法 群 Z 是 有 理 数 加 法 群 Q 的 子 群 ,有 理 数 加 法 群 Q 是 实数 加 法 群 R 的 
子 群 ,实数 加 法 群 及 是 复数 加 法 群 C 的 子 群 . 

例 8 有 理 数 乘法 群 Q 一 140} 是 实数 乘法 群 R 一 (0) 的 子 群 ,实数 乘法 群 R 一 {10}) 是 复 
数 乘 法 群 C 一 {0} 的 子 群 . 

假定 我 们 有 一 个 群 G 的 子 集 瓦 ,而 且 要 问 它 是 不 是 一 个 子 群 . 设 给 定 两 个 元 素 xyE 
及, 我 们 可 以 作 zyEG. 为 了 证 明 互 在 G 的 二 元 运算 下 是 一 个 群 ,我 们 必须 指出 : 

(1) zy 属于 万 ; 

(2) 每 一 个 互 的 元 素 的 逆 元 素 在 五 中 ; 

(3) G 的 单位 元 素 在 互 中 . 

注意 ,结合 律 是 不 用 验证 的 .因为 ,如 果 (Czy)z 和 xz(Cyz) 对 任何 三 个 G 的 元 素 是 相等 
的 ,那么 对 任何 三 个 G 的 子 集 的 元 素 也 是 相等 的 . 

定理 2 群 G 的 非 空 子 集 态 是 群 G 的 子 群 的 充分 必要 条 件 是 , 若 xz,y€ HH， 
则 zy 1E 万 . 

证 明 告 昌 是 群 G 的 子 群 , 并 且 zyE 瑟 , 则 我 们 必 有 y 'E 昌 ,从 而 zy 'EH. 

反 过 来 , 设 日 是 G 的 非 空子 集 , 并 且 只 要 rz,yE 万 ,就 有 zy 'E 晶 , 则 日 是 群 . 事实 
上 ,如 果 xE 晶 , 则 e= 二 xxz 'EH 以 及 x ! 二 ex 'EH. 最 后 ,如 果 y 也 属于 日 , 则 y-!E€EH， 
从 而 zy 二 Xx(y') '，EH. 因 此 , 厂 是 G 的 子 群 . 
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每 一 个 群 都 有 两 个 特殊 的 子 群 . 群 G 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 是 G 的 一 个 子 集 , 而且 
在 G 的 二 元 运算 下 是 一 个 群 .所 以 任意 群 都 是 它 自 己 的 子 群 .由 单位 元 素 e 组 成 的 子 集 
也 满足 定理 的 条 件 , 所 以 每 个 群 都 有 一 个 仅 有 单位 元 素 的 子 群 工 

不 是 这 两 个 特殊 子 群 的 子 群 叫 做 真子 群 .我 们 的 兴趣 在 真子 群 . 

在 例 1 中 ,整数 加 法 群 忆 是 有 理 数 加 法 群 Q 的 真子 群 , 有 理 数 加 法 群 Q 是 实数 加 法 
群 R 的 真子 群 . 


4. 域 的 概念 


从 内 部 结构 看 , 域 比 群 复杂 ,所 以 先 讲 群 后 讲 域 .但 实际 上 域 比 群 更 普通 、 更 容易 理 
解 , 因 为 几乎 每 天 我 们 都 和 实数 域 打 交道 . 

定义 3 设 记 是 一 个 非 空 集合 . 若 EE 中 有 两 种 二 元 运算 ,一 种 称 做 加 法 , 男 一 种 称 做 
乘法 ,并 且 两 种 运算 满足 以 下 条 件 : 

(1) 对 于 加 法 ,E 是 交换 群 ; 

(2) 对 于 乘法 ,E 是 交换 群 ; 

(3) 乘法 对 加 法 满足 分 配 律 , 即 对 于 a,b,cEE, 有 

Q&(p 十 c) 一 ap 十 ac， 

则 称 记 是 一 个 域 . 

加 法 群 的 单位 元 素 或 0 元 素 称 为 域 的 0 元 素 ,乘法 群 的 单位 元 素 称 为 域 的 单位 
例 9 全 体 有 理 数 Q 对 通常 的 加 法 和 乘法 构成 有 理 数 域 . 
全 体 实数 R 对 通常 的 加 法 和 乘法 构成 实数 域 . 
全 体 复 数 C 对 通常 的 加 法 和 乘法 构成 复数 域 . 
子 域 和 扩 域 ”如果 五 是 一 个 域 ,FS 已, 并 且 下 在 巨 的 运算 下 也 是 域 , 则 称 下 是 巨 的 
子 域 ,下 是 下 的 扩 域 ， 

显然 , 域 正 的 0 元素 和 单位 元 素 都 含 于 域 下 内 ,而 且 也 是 域 下 的 0 元 素 和 单位 
元 素 . 
例如 ,有 理 数 域 Q 是 实数 域 R 的 子 域 ,所 有 的 数 域 都 是 复数 域 C 的 子 域 . 


5， 合 罗 瓦 理论 


伽 罗 瓦 的 思想 是 将 一 个 次 代数 方程 
X" 二 aix”! 十 十 a,_i1X 十 a 二 0 (10. 14) 
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的 nn 个 根 记 ,rs，…,r, 作为 一 个 整体 来 考察 ,并 研究 根 的 置 
换 群 . 

把 方程 (10. 14) 的 系数 看 做 给 定 的 数值 ,例如 一 些 复数 . 
对 方程 的 系数 做 有 限 次 加 、 减 、 乘 \ 除 可 能 得 到 的 一 切 数 的 集 
合 称 为 方程 的 基本 域 . 

例如 , 若 方程 的 系数 是 有 理 数 ,那么 方程 的 基本 域 就 是 
有 理 数 域 . 若 方程 是 

2Z2 十 /2 一 0， 
那么 它 的 基本 域 由 一 切 形 如 a 十 V2 的 数组 成 ,其 中 4,b 是 
ES 有 理 数 . 
伽 罗 瓦 由 方程 (10. 14) 的 根 记 ,rs，…,r 经 过 有 限 次 加 、 减 、 乘 、 
除 可 能 得 到 的 一 切 数 的 集合 称 为 方程 的 分 裂 域 . 

根据 韦 达 定理 ,方程 的 系数 可 以 由 它 的 根 通 过 加 、 乘 运算 而 得 到 ,所 以 方程 的 分 裂 域 
永远 包含 它 的 基本 域 . 有 时 两 个 域 是 重合 的 . 

定义 4 分 裂 域 到 自身 的 一 个 一 一 映射 A, 叫 做 分 裂 域 关于 基本 域 的 自 同 构 , 如 果 对 
于 分 裂 域 的 每 一 对 元 素 ,它们 的 和 映射 到 和 , 积 映射 到 积 , 并 且 基 本 域 的 每 一 个 元 素 映射 
到 自身 . 

设 已 是 方程 (10. 14) 的 基本 域 ,K 是 方程 (10. 14) 的 分 裂 域 , 则 上 面 的 定义 可 用 公式 
表示 : 


(at+6b)A=aAitbA, (ab)A=(aA)(bA), aA=a, 

其 中 4a,bEK,a€PP. 

同时 ,不 难看 出 ,0A 三 0. 

分 裂 域 关于 基本 域 的 所 有 自 同 构 的 集合 构成 一 个 群 , 这 个 群 叫做 给 定 方程 的 伽 罗 
瓦 群 . 

首先 ,我 们 要 注意 到 , 伽 罗 瓦 群 中 的 自 同 构 将 给 定 方 程 的 根 仍然 映 射 到 这 个 方程 
的 根 . 事实 上 ,如 果 7 是 方程 (10.1) 的 一 个 根 , 那 么 对 方程 的 两 端 作用 自 同 构 A, 我 们 
得 到 

(rA)"+T+alA(rA)”' 二 … 二 a,A=0A. 
因为 wwA 王 ww,0A 王 0, 所 以 
《7 和 十 KPA 1 二.… 二 a, 二 0, 

即 xA 是 方程 的 根 . 这 就 是 我 们 要 证 的 . 

由 此 我 们 看 到 ,每 一 个 分 裂 域 关 于 基本 域 的 自 同 构 都 导出 方程 根 的 集合 的 一 个 确 


bp 
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定 的 置换 . 另 一 方面 ,知道 了 这 样 一 个 置换 ,由 于 分 裂 域 的 所 有 元 素 都 可 由 根 经 过 算术 
运算 得 出 ,因此 我 们 也 就 同时 知道 了 一 个 分 裂 域 的 自 同 构 . 这 就 证 明了 ,为 了 讨论 自 同 
构 群 ,可 以 讨论 与 它 相 当 的 方程 根 的 置换 群 . 而 根 的 置换 群 都 是 有 限 群 ,所 以 伽 罗 瓦 群 
是 有 限 群 . 

伽 罗 瓦 的 思想 是 ,把 研究 代数 方程 中 遇 到 的 问题 转化 到 分 裂 域 上 ,把 分 裂 域 中 遇 到 的 
困难 转化 到 伽 罗 瓦 群 . 伽 罗 瓦 群 与 分 裂 域 不 同 , 分 裂 域 包含 四 个 运算 和 无 穷 多 个 元 素 , 而 
伽 罗 瓦 群 只 含 一 种 运算 和 有 限 个 元 素 . 他 用 较 容 易 的 伽 罗 瓦 群 的 问题 代替 了 较 复 杂 的 域 
的 问题 . 

保持 根 的 代数 关系 不 变 , 就 意味 着 在 此 关系 中 根 的 地 位 是 对 称 的 . 因此 , 伽 罗 瓦 群 刻 
画 了 根 的 对 称 性 .方程 是 否 可 用 根 式 解 与 方程 的 伽 罗 瓦 群 有 着 本 质 的 联系 . 

1832 年 , 伽 罗 瓦 证 明了 下 面 的 定理 : 

伽 罗 瓦 定 理 当 且 仅 当 方程 的 伽 罗 瓦 群 是 可 解 群 时 ,方程 才 是 根 式 可 解 的 . 

这 就 是 说 , 伽 罗 瓦 找到 了 方程 根 式 可 解 的 充分 必要 条 件 . 可 解 群 是 一 个 复杂 的 对 象 ， 
这 里 不 再 详 述 . 这 样 一 来 , 解 方程 的 问题 转化 为 研究 群 的 结构 问题 . 由 此 ,代数 学 走 上 了 抽 
象 代数 之 路 . 
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1. 几何 中 的 三 大 经 典 问 题 


在 中 学 时 代 我 们 已 经 知道 , 欧 几 里 得 几何 中 几何 作 图 的 工具 是 直 尺 与 圆规 . 这 里 的 直 
尺 与 通常 的 尺子 不 同 , 通 常 的 尺子 上 面 有 刻度 ,几何 学 中 的 直 尺 是 没有 刻度 的 . 欧 几 里 得 
的 圆规 也 要 与 通常 的 两 脚 规 加 以 区 别 . 欧 几 里 得 的 圆规 只 是 为 了 以 给 定 的 点 为 圆心 ,通过 
定点 而 画 圆 用 的 . 

仅 用 直 尺 和 圆规 的 作 图 是 一 个 非常 古老 的 问题 , 早 在 古 希腊 就 开始 研究 了 . 希腊 人 提 
出 三 个 著名 问题 ,它们 是 : 

(1) 立方 倍 积 问 题 : 给 定 一 个 立方 体 , 求 作 体积 是 这 立方 体 体 积 两 倍 的 立方 体 ; 

(2) 化 圆 为 方 问题 : 给 定 一 个 圆 , 求 作 一 个 与 它 面积 相等 的 正方 形 ; 

(3) 三 等 分 任意 角 问 题 : 给 定 一 个 角 , 求 作 两 条 线 三 等 分 这 个 角 . 

要 求 用 直 尺 与 圆规 将 图 作出 来 . 

希腊 人 没 能 解决 这 些 问题 ,因为 这 些 问 题 是 不 可 解 的 . 到 18 世纪 ,数学 家 开始 意识 到 
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这 一 点 . 伽 罗 瓦 理论 提供 了 可 作 图 的 一 个 判别 法 ,这 个 判别 法 解决 了 三 大 几何 难题 . 
2. 化 为 代数 问题 


证 明 三 大 几何 难题 不 可 解 的 工具 在 本 质 上 不 是 几何 的 而 是 代数 的 ,在 代数 学 还 没有 
发 展 到 相当 的 水 平时 是 不 可 能 解决 这 些 问题 的 . 

我 们 需要 可 构造 数 的 概念 . 给 定 一 个 长 度 为 1 的 单位 线段 ,如 果 用 直 尺 和 圆规 可 以 作 
出 长 度 为 z 的 线段 ,我 们 就 说 x 是 可 构造 数 ( 从 现在 起 , 提 到 作 图 时 ,就 是 指 只 用 直 尺 和 圆 
规 的 作 图 ). 

例如 ,给 定 一 个 长 度 为 1 的 单位 线段 ,我 们 很 容易 作出 长 度 为 2 的 线段 .实现 这 一 
目标 的 一 种 方法 是 ,把 长 度 为 1 的 线段 延长 ,然后 用 圆规 从 第 一 条 线段 的 终点 量 出 另 一 
条 长 度 为 1 的 线段 ,两 条 线段 合 起 来 就 是 长 度 为 2 的 线段 . 这 个 作 图 过 程 说 明 2 是 可 构 

用 类 似 的 方法 ,我们 可 以 作出 单位 长 度 为 n 的 线段 ,其 中 是 自然 数 , 从 而 所 有 自然 
数 都 是 可 构造 数 . 利用 直 尺 和 圆规 可 作出 自然 数 的 加 、 减 、 乘 \ 除 . 这 表明 一 切 有 理 数 都 是 
可 构造 数 . 

有 一 些 无 理 数 也 是 可 构造 数 . 例如 ,我 们 可 以 利用 直 尺 和 圆规 作出 每 边 长 度 都 是 1 的 
正方 形 . 由 商 高 定理 ,其 对 角 线 的 长 度 是 V2. 这 说 明 V2 是 可 构造 数 . 

借助 解析 几何 我 们 可 以 将 上 面 的 几何 问题 化 为 代数 问题 . 在 用 直 尺 和 圆规 的 一 切 作 
图 中 ,最 终 都 取决 于 求 : 

(1) 两 条 直线 的 交点 ; 

(2) 一 条 直线 与 一 个 圆 的 交点 或 切 点 ; 

(3) 两 圆 的 交点 或 切 点 . 

取 初 始点 为 (0,0) 和 (0,1) ,我 们 可 以 利用 直 尺 和 圆规 作出 其 他 点 . 我们 知道 ,直线 方 
程 具有 形式 

Az 二 By 十 C=0， 
而 圆 的 方程 具有 形式 
x: 十 yy 十 Dz 十 Ey 十 F= 二 0， 

这 里 的 系数 A,B,C,D,E,FF 都 以 一 种 简单 的 方式 依赖 于 已 经 作出 来 的 点 的 坐标 . 因而 求 
交点 的 问题 就 可 转化 为 解 联 立方 程 的 问题 . 解 这 种 方程 所 用 的 运算 只 是 加 、 减 、 乘 、 除 以 及 
正 数 的 开 方 .由 此 我 们 得 到 如 下 的 重要 结论 : 借助 直 尺 和 圆规 可 以 构造 的 点 的 坐标 一 定 
可 以 从 0,1 出 发 通过 有 限 次 加 、 减 、 乘 、 除 以 及 有 理 正 数 的 有 限 次 开平 方 的 运算 而 得 到 . 可 
见 , 可 构造 数 都 是 代数 数 . 


86 ”代数 与 古典 几何 名 题 


3. 三 大 经 典 问题 不 可 解 的 证 明 


1) 立方 倍 积 问题 
设 给 定 的 立方 体 是 单位 立方 体 , 即 它 的 两 个 相 邻 顶点 的 距离 是 单位 长 度 1, 再 设 体积 
为 这 立方 体 体 积 两 倍 的 立方 体 的 各 相 邻 项 点 的 距离 是 x (图 10-4) , 则 有 
ZX’ 二 2. 
如 果 立 方 倍 积 问题 可 解 ,我们 必须 能 用 直 尺 和 圆规 构造 出 长 度 为 V2 的 线段 .但 V2 不 是 
平方 根 . 这 样 一 来 ,立方 倍 积 问题 是 不 可 解 的 . 


1 


2) 化 圆 为 方 问题 

考虑 半径 为 1 的 单位 圆 , 它 的 面积 为 x. 现在 构造 一 个 边 长 为 xz 的 正方 形 , 它 的 面积 
也 为 x (图 10-5), 于 是 zx? 二 x,z+ 二 Vr. 由 于 x 是 超越 数 , 它 不 可 能 是 平方 根 . 因此 ,化 圆 为 
方 问题 是 不 可 解 的 . 


10-5 10-6 


3) 三 等 分 任意 角 问 题 
如 图 10-6 所 示 ,我 们 从 60" 角 入 手 . 设 人 QOP 一 60", 并 设 线段 OP 的 长 度 为 1. 假定 三 
等 分 任意 角 是 可 能 的 . 如 图 设 了 ROP= 二 0 二 20" ,那么 点 R 的 纵 坐 标 一 定 是 有 理 数 或 平方 
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根 . 这 相当 于 说 cos0 一 Dj 是 有 理 数 或 二 次 根 . 借助 
cos30 十 isin30 二 (cos0 二 1sin0)’ 
一 cos0 十 3icoszbsin0 一 3cosbsin20 一 isin20， 
我 们 得 到 
cos30 =cos’0— 3cosOsin’0= 4cos’0— 3cosb. 
现在 ,cos30 二 cos60" 二 了 ,所 以 


4cos 0 一 3cosb0 一 二 . 
令 z=cos0, 并 代 人 上 式 , 得 到 

8z 一 6z 一 1 一 0. 
这 个 方程 在 前 面 $4 的 例 2 已 经 给 出 了 解 , 它 没有 有 理 根 ,也 没有 平方 根 , 即 方程 的 根 不 
是 可 构造 数 . 这 说 明 我 们 的 假定 是 不 对 的 . 这 就 证 明了 三 等 分 60 角 是 不 可 能 的 ,自然 三 等 
分 任意 角 也 是 不 可 能 的 . 
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在 未 来 的 十 年 中 领导 世界 的 国家 将 是 在 科学 的 知识 、 解 释 和 运用 方面 起 领 

导 作 用 的 国家 . 整个 科学 的 基础 又 是 一 个 不 断 增长 的 数学 知识 总 体 . 我 们 越 来 越 
多 地 用 数学 模型 指导 我 们 探索 未 知 的 工作 . 

HH. 菲 尔 


17 世纪 和 18 世纪 数学 创造 最 伟大 的 历史 意义 是 : 它们 为 几乎 渗透 到 所 有 
文化 分 支 中 的 理性 精神 注入 了 活力 . 
M. 克 莱 因 


由 于 最 近 二 十 年 的 进步 ,社会 科学 的 许多 重要 领域 已 经 发 展 到 不 懂 数 学 的 

人 望尘莫及 的 阶段 .…… 我 们 向 读者 提出 ,在 社会 科学 中 不 断 扩 大 的 数学 语言 的 
应 用 是 具有 重要 意义 的 . 

A. 卡 普兰 


3 1 数学 与 自然 科学 


力学 是 物理 学 中 发 展 最 早 的 一 个 分 支 ' 到 了 18 世纪 ,已 经 成 为 自然 科学 中 主导 和 领 

先 的 学 科 . 伽利略 和 牛顿 之 所 以 能 够 取得 如 此 伟大 的 成 就 ,是 因为 他 们 将 数学 和 科学 实验 

很 好 地 结合 在 一 起 ,为 力学 的 发 展开 辟 了 一 条 正确 的 道路 .尤其 是 牛顿 ,他 的 自然 哲学 观 

以 及 归纳 法 和 演绎 法 、 模 型 和 数学 相 结 合 的 科学 人 研究 方法 ,不仅 使 他 成 功 地 建立 经 典 力 学 
体系 ,实现 物理 学 史上 的 第 一 次 大 综合 ,而 且 推 动 了 近代 科学 的 大 发 展 . 

19 世纪 海王 星 的 发 现 ,表明 我 们 的 物质 世界 有 了 极 大 的 扩展 .到 19 世纪 下 半 叶 , 物 

质 世 界 又 出 现 了 另 一 次 扩展 . 像 海 王 星 的 发 现 一 样 ,如 果 没 有 数学 的 帮助 ,这 次 扩展 也 是 

不 可 能 的 . 但 是 与 海王 星 不 同 的 是 ,这 次 扩展 的 是 非 实体 性 的 东西 . 它 没有 重量 ,看 不 见 ， 
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摸 不 着 , 尝 不 到 , 嗅 不 出 . 这 就 是 电磁 波 的 发 现 . 
1 电厂 现象 


电磁 现象 自古 就 为 人 们 所 知 . 最 早 的 观察 出 现在 中 国 ,也 出 现在 古 希 腊 , 并 对 航海 事 
业 产 生 巨 大 影响 ， 

位 现象 的 第 一 位 研究 者 是 吉尔 伯 特 (W. Gilbert，1540 一 1603) ,他 是 英国 女王 伊 丽 莎 
白 的 宫廷 物理 学 家 . 他 发 现 了 : 

(1) 地球 是 个 大 磁体 ,解释 了 指南 针 的 运动 ; 

(2) 电 与 磁 是 本 质 上 不 同 的 , 电 分 正 负 ,磁极 不 可 分 ; 

(3) 同性 相 吸 ,异性 相 斥 . 

这 些 发 现 使 他 荣获 磁 学 之 父 的 美 名 . 但 他 的 研究 是 定性 的 . 

在 科学 研究 中 ,没有 量化 就 没有 深化 . 对 电磁 现象 的 研究 进入 数量 化 阶段 开始 于 英国 
的 米 软 尔 J. Michell，1724 一 1793) 和 法 国 的 库仑 (C. A. Coulomb,， 1736 一 1806). 1750 
年 ,他 们 各 自 独立 地 发 现 了 磁 的 平方 反比 定律 : 

us 


pi,ps 是 磁极 强度 . (C11, 1) 
1785 年 ,库仑 发 现 了 静电 的 平方 反 joo 
FW (11. 2) 


令 人 惊讶 的 是 ,它们 竟然 与 万 有 引力 定律 具有 相同 的 形式 ! 可 见 , 大 自然 充满 了 统一 性 . 

由 此 得 到 两 条 静电 磁 定 律 : 电学 的 高 斯 定律 和 磁 学 的 高 斯 定律 . 

著名 物理 学 家 劳 厄 (Max von Laue，1879 一 1960) 指 出 ,到 库仑 定律 发 现 的 时 候 , 电 学 
才 进 入 科学 的 行列 . 

到 此 为 止 , 电 与 磁 仍 然 被 认为 是 本 质 上 不 同 的 现象 ,而 且 彼 此 没有 联系 . 

电 与 磁 之 间 的 第 一 个 重要 联系 是 丹麦 的 奥 斯 特 (A. M. Oersted, 1777 一 1851) 在 1820 
年 发 现 的 . 他 发 现 了 电流 的 磁 效 应 , 即 电流 周围 有 磁场 存在 . 当 电 流通 过 导线 时 ,导线 就 像 
一 块 磁铁 一 样 发 生 作 用 . 也 就 是 说 ,电流 在 导线 附近 建立 了 一 个 磁场 . 这 样 的 磁场 就 像 天 
J 样 , 吸 引 或 排斥 其 他 的 磁 块 . 

一 个 电 与 磁 之 间 的 基本 联系 是 安培 (A. M. Ampere，1775 一 1836) 在 1821 年 发 现 
ww 
引 住 了 ,他 不 仅 重 复 了 奥 斯 特 的 实验 ,而 且 做 了 进一步 的 实验 和 理论 研究 . 安培 问 道 : 既 
然 磁 体 与 磁体 、 电 流 与 磁体 之 间 有 力 的 作用 ,那么 电流 之 间 有 力 的 作用 吗 ? 这 种 对 称 性 
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存在 吗 ? 安培 通过 实验 发 现 ,两 个 载 流 导线 类 似 于 两 个 磁体 ,它们 之 间 确 实 有 相互 作用 
力 . 由 此 他 得 到 了 安培 定律 . 

奥 斯 特 和 安培 关于 电流 磁 效 应 的 研究 结果 ,促使 科学 家 开 
台 寻 找 其 逆 效 应 . 奥 斯 特 的 发 现 是 “ 电 生 磁 ”, 其 逆 效 应 是 “ 磁 生 
电 ”1831 年 ,英国 的 法 拉 第 (M. Faradayl，1791 一 1867) 和 美国 
的 享 利 (J. Henry，1797 一 1878) 发 现 了 电磁 感应 定律 . 法 拉 第 同 
时 发 现 了 侯 力 线 . 


2. 物理 学 新 的 里 程 碑 


法 拉 第 发 现 了 电磁 感应 定律 ,并 发 现 了 磁力 线 . 这 是 人 类 科 
学 史上 的 伟大 发 现 , 但 有 局 限 性 . 他 认识 到 , 单 从 物理 现象 分 析 
不 可 能 把 他 带 到 更 远 的 地 方 去 . 他 需要 数学 的 帮助 ,但 数学 不 是 
他 的 长 处 . 这 个 任务 历史 地 落 到 了 麦克 斯 韦 的 肩 上 . 

Wi 麦克 斯 韦 是 19 世纪 最 伟大 的 理论 物理 学 家 ,他 开辟 了 科学 
的 一 个 新 时 代 , 使 我 们 的 世界 区 别 于 前 人 的 世界 许多 要 归功 于 
他 . 他 兰 为 壮观 的 发 现 是 理论 研究 ,而 非 实验 成 果 . 他 被 视 为 完 
全 用 纸 和 笔 建 立 起 自己 体系 的 那 种 科学 家 的 杰出 典范 . 但 这 个 
看 法 是 片面 的 ,因为 他 利用 了 前 人 的 实验 结果 . 他 的 过 人 之 处 在 
于 ,他 能 把 深刻 的 物理 直觉 与 令 人 和 敬 贞 的 数学 能 力 结合 起 来 . 

麦克 斯 韦 寻 求 将 所 有 的 电磁 现象 统一 起 来 的 理论 . 1865 
年 ,麦克 斯 韦 发 表 了 关键 性 的 论文 《电磁场 的 动力 理论 ), 对 经 典 
电磁 学 做 了 总 结 , 把 物理 模型 转化 为 数学 方程 ,建立 了 著名 的 麦 


法 拉 第 


麦克 斯 韦 


克 斯 韦 方程 组 . 
(1) 电学 的 高 斯 定律 . 在 真空 中 通过 任 一 闭 曲 面 的 电场 强度 通 量 ,等 于 该 曲面 所 包围 
的 所 有 电荷 的 代数 和 Q 除 以 so : 
fe vg = 
E0 


其 中 玉 为 电场 强度 ,eo。 是 真空 介 电 常量 . 
(2) 磁 学 的 高 斯 定律 . 因为 不 存在 磁 单 极 , 所 以 穿 过 任何 闭 曲 面 的 磁 通 量 恒 等 于 零 : 


B+.ds=0. 
S 


其 中 互 为 做 场 强 度 . 
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(3) 法 拉 第 电磁 感应 定律 . 变化 的 磁 通 量 产生 电动 势 : 
dg@;s 
(27 ds 9 


其 中 gs = ]|8。 dS, 用 积分 表示 为 
PE.dr=-—# | 。 dS: 


(4) 麦克 斯 韦 - 安 增 定 律 : 
qbB. dr = ja(T4 1), 


式 中 
_ dpe 
了 一 
ge 是 电 通 量 ， 
Ds =|e "dS. 


电流 或 变化 的 电场 产生 蜗 旋 磁场 . 
麦克 斯 韦 方程 组 的 第 四 个 方程 是 对 安培 定律 
qs ey 
的 修改 . 这 个 公式 有 时 不 对 . 麦克 斯 韦 加 了 一 项 , 变 为 
pp i 


I 叫做 位 移 电流 , 指 的 是 变化 电场 ;而 磁场 是 由 变化 电流 (导线 中 的 电流 ) 与 位 移 电 流 共 
同 产生 的 . 两 种 场 结合 在 一 起 就 是 众所周知 的 电磁 场 . 这 一 小 小 的 变动 给 后 来 的 电磁 理论 
的 发 展 带 来 了 深远 的 影响 . 

由 此 出 发 ,麦克 斯 韦 得 到 两 项 伟大 的 发 现 : 

第 一 项 : ee 由 麦克 斯 韦 方程 组 可 导出 ,变化 的 磁场 可 产生 一 个 变化 的 电 
场 , 变 化 的 电场 可 产 个 变化 的 磁场 ,二 者 结合 起 来 就 产生 了 电磁 波 . te 没 
et tm ge : 生 电 场 和 磁场 . 这 就 
是 电厂 波 的 本 质 . 所 以 麦克 斯 韦 最 伟大 的 发 现 是 预见 电磁 波 的 存在 ,并 且 电 磁 波 可 以 传送 
到 几 千 千 米 之 外 ,为 此 后 的 无 线 电 事业 奠定 了 理论 基础 .但 是 ,如 果 没 有 实验 的 证 实 , 人 们 
是 不 会 相信 存在 电磁 波 的 . 

1887 年 ,在 麦克 斯 韦 预 见 电 磁 波 存在 的 22 年 后 ,德国 的 赫兹 (H. R. Hertz，1857 一 
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1894) 正 是 用 麦克 斯 韦 的 方法 产生 出 了 这 种 电磁 波 , 从 而 证 明了 电磁 波 的 存在 . 此 后 ,引起 
了 无 线 电报 和 真空 管 收音 机 的 诞生 . 
第 二 项 : 光波 是 电磁 波 . 法 拉 第 的 电磁 感应 实验 激发 了 麦克 斯 韦 , 他 想到 ,如 果 电 和 

诺 是 家 美的 ; 逆 么 公 夫 人 4 中 黄征 要 下。 和 囊 。 老 作 入 汪 梓 在 党 和 实 需 - 肝 太 轴 
量 的 结果 是 

K.=9X10N. m/C’, 
而 

K,=1.00X10-'N. s:/C’, 


这 里 m 表示 米 ,s 表示 秒 . 麦克 斯 书 发 现 ,比值 六 < 的 单位 是 m*/s*. 由 此 他 得 到 


JK /9X10 es 8 
速率 /天 /T 文 1 7 m/s=3X10° m/s. 


这 正 是 光速 ! 光 与 电磁 波 的 速度 相同 ,启发 麦克 斯 韦 宣 布 : 光 也 是 一 种 电磁 波 . 它们 之 间 
的 差别 仅 是 波长 不 同 . 当 麦 克 斯 韦 发 现 光 的 速率 埋藏 在 电荷 和 磁铁 之 间 的 力 中 时 ,他 知道 
自己 做 出 了 重大 发 现 . 1865 年 ,他 说 :“ 把 它 当 大 炮 握 住 . ” 

把 光学 纳入 电磁 理论 是 力求 达到 物理 学 基础 的 统一 的 最 大 胜利 之 一 . 1895 年 ,伦琴 
发 现 了 X 射线 ,接着 在 放射 性 物质 中 又 发 现 了 y 射线 . 如 此 众多 的 新 现象 都 统 摄 在 精确 的 
数学 公式 之 中 ,因此 宇宙 的 数学 设计 是 毋庸 置疑 的 . 

麦克 斯 韦 的 功绩 “牛顿 定律 能 够 描述 和 预测 从 沙砾 到 天 体 的 行为 ,麦克 斯 韦 方 
程 组 能 够 把 看 不 见 的 电子 和 太阳 光 进 行 描述 和 预测 . 这 充分 展示 了 数学 的 穿 透 力 . 电 
流 、 电 磁 效 应 .无 线 电波、 红外线、 可 见 光 线 、 紫 外 线 、X 射线 、y 射线 ,从 60 周 / 秒 到 
10” 周 / 秒 的 各 种 频率 的 正弦 波 都 可 用 统一 的 数学 公式 来 描述 . 麦克斯韦 的 电磁 理论 
在 综合 体系 方面 甚至 超过 了 牛顿 的 万 有 引力 定律 . 这 种 伟大 综合 是 人 类 的 最 项 尖 的 
成 就 之 一 , 它 揭示 了 大 自然 的 构造 和 规律 , 它 甚 至 比 自然 界 更 丰富 . 人 类 不 是 造 出 了 
许多 新 的 电磁 波 吗 ? 

法 拉 第 和 麦克 斯 韦 的 场 理 论 把 物理 学 的 基础 完全 革命 化 了 ,并 导致 牛顿 物理 学 基础 
的 根本 转变 . 牛顿 物理 学 曾 牢固 地 根植 于 中 心力 学 的 概念 ,而 现在 则 代 之 以 场 的 概念 . 这 
场 革命 还 打开 了 通 向 相对 论 物 理学 的 道路 . 这 是 牛顿 以 来 最 深刻 、 最 富 成 果 的 理论 . 

关于 麦克 斯 韦 方程 组 的 重要 性 , 费 曼 说 : 

“从 人 类 历史 的 长 远 观 点 看 ,比如 说 ,从 一 万 年 前 至 今 , 也 许 不 那么 肯定 地 说 ,19 世纪 
最 有 意义 的 事件 当 属 麦克 斯 书 对 电动 力学 定律 的 发 现 . 在 同一 年 代 里 ,与 这 一 重大 事件 相 
比 , 连 像 美 国 南北 战争 这 样 的 事件 都 因 其 地 域 的 限制 而 显得 相形 见 纳 .” 
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3. 概率 论 与 太空 旅行 


美国 “挑战 者 ”号 在 1986 年 的 悲惨 遭遇 ,人 们 仍然 记忆 犹 新 . 这 件 事 告诉 我 们 ,太空 旅 
行 和 导弹 系统 对 安全 度 的 要 求 是 非常 高 的 . 我 们 知道 世界 上 没有 绝对 安全 的 东西 ,只 有 相 
对 安全 的 东西 ,即使 安全 度 高 达 0. 9999, 仍 然 有 万 分 之 一 的 可 能 出 错 . 于 是 ,如 何 提高 安 
全 度 就 是 一 个 重要 问题 了 . 可 靠 性 工程 在 近年 来 取得 了 很 大 发 展 , 主 要 依据 是 概率 论 的 简 
单 计算 . 

假定 如 图 11-1 所 示 , 三 个 电气 部 件 串联 起 来 .为 了 使 系统 工作 ,所 有 三 个 部 件 都 必须 
工作 . 如 果 部 件 工 作 的 概率 分 别 是 

P(A)=0.95, P(B)=0.90, P(C)=0.99, 
那么 依照 乘法 公式 ,系统 工作 的 概率 (可 靠 性 ) 是 
0.95X0. 90X0.99=0. 84645. 


输入 一 | 4 一 | | 一 | c | 一 输 册 


11-1 


为 了 提高 系统 的 可 靠 性 ,我 们 可 以 采用 并 联 线路 ,如 图 11-2 所 示 . 在 这 种 电路 中 , 系 
统 的 可 靠 性 是 


P(eUB)=PCo 十 PC8) 一 Penmp) 
一 0.84645 十 0. 84645 一 0. 84645? 
一 0. 97642. 
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我 们 还 可 以 用 图 11-3 所 示 的 线路 . 在 这 种 电路 中 ,系统 的 可 靠 性 是 
PlaNpN7) =P() PP), 


P(ao) 一 0.95 十 0.95 一 0. 95?=0. 9975, 

P(B) 一 0.90 十 0. 90 一 0. 902 一 0. 99， 

P(7y) 一 0.99 十 0.99 一 0. 99*=0. 9999 ， 
因而 系统 的 可 靠 性 是 0.98743. 这 说 明 图 11-3 的 系统 更 为 可 靠 . 


4. 化 学 


1) 元 素 周期 表 的 发 现 

数学 对 化 学 的 早期 应 用 , 当 属 元 素 周 期 表 的 发 现 .到 1860 年 ,大 约 有 60 种 不 同 的 元 
素 已 为 人 所 知 . 就 在 那个 时 候 , 俄 国 化 学 家 门 捷 列 夫 着 手 按照 原子 的 重量 来 排列 已 知 的 元 
素 . 他 注意 到 ,在 前 16 种 元 素 中 ,第 8 种 元 素 和 第 16 种 元 素 具 有 相似 的 化 学 性 质 . 然而 他 
发 现 ,再 往 后 ,如果 按 原子 重量 增加 的 顺序 来 排列 ,并 且 使 具有 相似 化 学 性 质 的 元 素 相 距 
8 位 ,他 就 不 得 不 空 出 一 些 位 置 . 门 捷 列 夫 猜 想 , 有 一 些 未 知 元 素 属 于 那些 空位 置 . 这 一 猜 
想 引 导 人 们 去 寻找 新 的 元 素 . 不 久 化 学 家 们 就 发 现 了 3 种 ,现在 叫做 匀 、 猎 、 钳 . 这 些 元 素 
的 性 质 恰恰 是 门 捷 列 夫 预 言 的 . 这 样 , 周 期 律 逐渐 为 化 学 家 所 接受 . 

尽管 后 来 的 发 现 修 正 了 门 捷 列 夫 的 周期 律 , 但 他 的 排列 方法 仍 是 现代 周期 律 的 精髓 . 

极其 简单 的 数学 思想 一 一 周期 性 导致 了 极为 深刻 的 化 学 定律 ,这 是 科学 史上 的 一 大 
奇迹 . 

2) 晶体 结构 的 确定 

确定 品 体 的 结构 既是 物理 学 家 的 任务 ,也 是 化 学 家 的 任务 ,但 是 它 的 最 后 解决 却 落 在 
了 数学 家 的 身上 . 19 世纪 末 科 学 家 就 开始 研究 晶体 的 结构 ,但 一 直 弄 不 清楚 . 

困难 在 什么 地 方 ? 科学 家 探测 晶体 的 结构 需要 用 X 射线 ,但 是 当 X 射线 穿 过 唱 
体 时 ,光线 碰 到 晶体 中 的 原子 而 发 生 散 射 或 衍射 . 当 化 学 家 把 胶卷 置 于 晶体 之 后 ,X 
射线 会 使 随 原 子 位 置 而 变动 的 衍射 图 案 处 的 胶卷 变 黑 , 因 而 他 们 不 能 准确 地 确定 唱 
体 中 原子 的 位 置 . 20 世纪 初 化 学 家 们 就 知道 ,这 是 因为 X 射 线 也 可 以 看 做 波 , 它 们 有 
振幅 和 相位 . 这 个 衍射 图 只 能 探 清 X 射线 的 振幅 ,而 不 能 探测 相位 . 化 学 家 们 对 此 困 
惑 了 四 十 多 年 . 

大 约 在 1950 年 ,一 个 名 叫 坚 善 曼 的 数学 家 对 晶体 的 结构 这 个 亦 产 生 了 兴趣 . 察 普 曼 
认识 到 ,这 件 事 能 形成 一 个 纯粹 的 数学 问题 ,并 有 一 个 优美 的 解 . 

他 借助 傅 氏 分 析 找 出 了 决定 相位 的 办 法 ,并 进一步 确定 了 晶体 的 几何 . 结晶 学 家 只 见 
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过 物理 现象 的 影子 , 豪 普 曼 却 利用 一 百年 前 的 古典 数学 从 影子 来 再 现实 际 的 现象 ,最 终 确 
定 了 晶体 的 结构 . 后 来 ,在 一 次 谈话 中 ,他 回忆 说 ,1950 年 以 前 人 们 认为 他 的 工作 是 匾 恋 
的 ,并 把 他 看 成 一 个 大 傻瓜 . 事实 上 ,他 一 生 只 上 过 一 门 化 学 课 一 一 大 学 一 年 级 的 化 学 . 但 
是 ,由 于 他 用 古典 数学 解决 了 一 个 难 倒 现 代 化 学 家 的 谜 ,而 在 1985 年 获得 了 诺 贝 尔 化 学 奖 . 
当前 ,交叉 学 科 是 获得 成 就 的 重要 领域 . 记 住 : 
在 老 领 域 做 老 问 题 , 你 做 不 过 老 专 家 ; 
在 新 领域 做 新 问题 ,你 可 能 成 祖师 苑 . 


5. 生物 科学 


数学 在 生物 学 中 的 应 用 使 生物 学 从 经 验 科 学 上 升 为 理论 科学 ,由 定性 科学 转变 为 定 
量 科学 . 它们 的 结合 与 相互 促进 必 将 产生 许多 奇妙 的 结果 . 
我 们 重点 谈 谈 概 率 论 与 数理 统计 在 生物 学 中 的 应 用 . 其 特点 是 : 
计算 是 简单 的 ,思想 是 深刻 的 . 
如 果 把 数学 区 分 为 纯粹 数学 与 应 用 数学 ,那么 评价 学 术 水 平 的 高 低 有 不 同 的 标准 : 
纯粹 数学 : 新 工 闪 解决 旧 问 题 ,工具 越 高 级 ,水平 越 高 ; 
应 用 数学 : 旧 工 具 解 决 新 间 题 ,工具 越 低 级 ,水平 越 高 . 


1) 生命 的 奥秘 

揭 开 生命 的 奥秘 ,是 人 类 智力 探险 史上 的 另 一 个 伟大 的 历程 . 数学 在 生物 学 中 的 应 用 
可 以 追溯 到 11 世纪 . 中 国 科 学 家 沈 括 已 观察 到 出 生性 别 大 臻 相等 的 规律 ,并 建立 出 “ 育 胎 
之 理 ” 的 数学 模型 . 在 西方 ,1865 年 奥地利 人 备 德 尔 (G.J. Mendel，1822 一 1884) 发 表 一 篇 
文章 ,通过 植物 杂交 实验 提出 了 “遗传 因子 ”的 概念 ,为 遗传 提供 了 科学 的 解释 ,并 发 现 了 
生物 遗传 的 分 离 定 律 和 自由 组 合 定律 .由 此 引发 了 一 场 人 类 
对 生命 认识 的 革命 . 

也 德尔 是 加 全 发 开间 作 汉 健 的 网 7 在 他 那个 时 代 , 科 学 
实验 的 水 平 还 达 不 到 细胞 的 内 部 ,他 怎么 可 能 发 现 “ 遗 传 因 
子 ”? 是 什么 工具 使 他 获得 如 此 巨大 的 发 现 ? 令 人 惊奇 的 
是 ,是 数学 的 洞察 力 使 他 获得 了 这 一 pe 

这 怎么 可 能 ?故事 是 这 样 的 : 备 德 尔 是 一 个 男 修道 院 的 
es 
他 在 修道 院 的 花园 里 完成 了 自己 的 实验 ,并 由 此 做 出 重大 发 
孟 德 尔 现 .他 的 发 现 虽然 十 分 重要 , 却 非常 简单 . 
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2) 孟 德 尔 的 杂交 实验 

原始 代 : 纯粹 黄色 的 品系 ,纯粹 绿色 的 品系 . 

第 一 代 杂 交 : 产生 的 种 子 全 是 黄色 的 ,绿色 似乎 完全 消失 了 . 

第 二 代 杂 交 : 大 约 75% 是 黄色 的 .25% 是 绿色 的 , 见 图 11-4, 其 
中 国 表 示 黄 色 , 〇 表示 绿色 . 


问题 : 为 什么 第 一 代 杂 交 后 ,种 子 全 是 黄色 的 ? 为 什么 第 二 代 3 
杂交 后 ,黄色 的 种 子 占 四 分 之 三 ? 
孟 德 尔 的 解释 : 


孟 德 尔 假定 (1) 存在 一 种 实体 一 一 基因 . 颜色 是 由 基因 控制 的 .用 y 表示 黄色 种 子 
的 基因 ,用 g 表示 绿色 种 子 的 基因 . 

在 一 般 细胞 中 都 含有 确定 颜色 的 基因 对 . 在 黄色 种 子 中 ,基因 对 是 y|y, 在 绿色 种 子 
中 ,基因 对 是 glg. 必须 指出 的 是 ,性 细胞 ,不论 是 精子 细胞 还 是 卵细胞 ,只 包含 基因 对 中 
的 一 个 基因 . 

包含 基因 对 `y|y 的 植物 将 产生 含 基因 » 的 精子 细胞 和 含 基因 y 的 卵细胞 . 

包含 基因 对 g|g 的 植物 将 产生 含 基因 g 的 精子 细胞 和 含 基因 g 的 卵细胞 . 

(2) 黄 、 绿 两 种 不 同 的 种 就 有 两 种 不 同 的 基因 .第 一 代 杂 交 后 ,种 子 的 基因 是 y|g. 

问 : 为 什么 第 一 代 杂 交 后 ,种子 全 是 黄色 的 ? 

答 : 第 一 代 杂 交 后 ,产生 基因 对 y|g 和 基因 对 g |y 的 植物 . 它们 将 产生 一 半 精 子 细胞 
包含 y, 一 半 精 子 细 胞 包含 g 及 一 半 卵 细胞 包含 y, 一 半 卵 细胞 包含 g. 而 y 呈 显 性 性 状 ,g 
呈 隐 性 性 状 , 故 全 部 是 种 子 都 是 黄色 的 . 

问 : 为 什么 第 二 代 杂 交 后 ,黄色 的 种 子 占 四 分 之 三 ? 

答 : 第 二 代 杂 交 后 ,存在 四 种 不 同 的 基因 对 : 

yly, ylg, gly, glg. 
基因 对 按 下 述 规则 控制 种 子 的 颜色 : 


y|y,y|g,g|y: 黄色 { 占 十) glg: 绿色 { 占 于)， 


孟 德 尔 使 用 了 概率 论 . 这 样 种 子 的 杂交 问题 可 以 转化 为 简单 的 概率 计算 问题 . 当 第 二 
代 植 物 交 配 时 ,受精 细胞 从 每 一 个 亲本 中 随机 地 得 到 一 个 基因 . 我 们 可 以 把 两 个 生殖 细胞 
的 随机 相遇 与 任意 摸 球 的 随机 实验 相 比 了 . 

概率 问题 今 有 两 个 盒子 ,各 盛 数量 相等 的 黄 、 绿 两 色 球 . 随机 地 从 两 个 盒子 中 各 取 
一 球 . 求 ( 黄 、 黄 ),( 黄 、 绿 ),( 绿 、 黄 ), (绿绿 ) 各 搭配 的 概率 . 

通过 简单 的 计算 ,我们 立刻 就 会 明白 ,这 就 是 为 什么 第 二 代 杂 交 后 ,黄色 的 种 子 占 四 
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分 之 三 . 计算 是 简单 的 ,不 必 说 了 . 

评注 ”种子 的 杂交 问题 与 摸 球 的 随机 实验 是 完全 不 同 的 两 个 领域 ,但 却 有 相同 的 数 
学 模型 . 这 正 是 数学 抽象 性 的 伟大 意义 ,数学 应 用 的 广泛 性 的 具体 实例 . 数学 模型 既是 理 
论 联系 实际 的 桥梁 ,又 是 理论 联系 实际 的 工具 . 重 德尔 的 原理 在 所 有 的 生命 形式 中 都 起 作 
用 ,从 植物 到 动物 ,从 苍蝇 到 大 象 . 

遗传 学 之 父 ” 重 德尔 的 成 果 是 概率 论 在 生物 学 上 一 个 卓有成效 的 应 用 . 这 是 第 一 个 
仅 能 用 概率 语言 来 表述 的 自然 法 则 . 一 个 源 于 赌博 的 学 科 居 然 产 生 了 这 样 的 伟大 成 果 , 真 
是 出 人 意料 . 乔 德 尔 因 此 被 称 为 遗传 学 之 父 . 他 的 伟大 在 于 ,他 的 大 胆 、 深 刻 的 洞察 力 和 敏 
饶 的 概率 论 头 脑 . 

英国 广播 公司 的 一 次 广播 说 :“ 常 常 像 牛顿 所 说 的 ,继承 者 能 比 先 驱 者 看 得 远 一 些 ， 
因为 他 们 站 在 先驱 者 的 肩膀 上 ,当然 比 先驱 者 看 得 远 . 但 对 孟 德 尔 不 能 这 么 说 ,因为 他 根 
本 没有 先驱 者 的 肩膀 好 站 .” 

3) 其 他 新 应 用 

1899 年 ,英国 人 皮尔 逊 (K. Person，1857 一 1936) 在 1902 年 创办 《生物 统计 学 》 杂 志 
是 数学 大 量 进 入 生物 学 的 序曲 .哈代 和 费 希 尔 (R. A. Fisher,1890 一 1962) 在 20 世纪 20 年 
代 创 立 了 群体 遗传 学 ,成 为 生命 科学 中 最 活跃 的 定量 分 析 方 法 和 工具 . 意大利 数学 家 沃 尔 
泰 拉 (V. Volterra,1860 一 1940) 在 第 一 次 世界 大 战 后 不 久 创立 了 生物 动力 学 . 而 这 几 位 都 
是 当时 的 一 流 数学 家 . 

我 们 再 介绍 一 些 数学 对 生物 学 的 新 应 用 . 

-是 生命 科学 . 当代 数学 对 生物 学 最 有 影响 的 分 支 是 生命 科学 . 1953 年 , 沃 森 (J. 
Watson) 和 和 克 里 克 (F. H.C. Crick) 发 现 了 DNA 的 双 螺 旋 结构 ,为 在 分 子 水 平 上 描绘 生物 
的 蓝图 奠定 了 基础 .目前 ,拓扑 学 、 形 态 发 生 学 、 纽 结 理论 和 DNA 重组 机 理 受 到 很 大 重 
视 . 新 西 苦 数学 家 琼斯 (V. FF. R. Jones) 在 纽 结 理 论 方面 的 工作 使 他 获得 1990 年 的 菲 尔 效 
奖 . 生物 学 家 很 快 就 把 这 项 成 果 用 到 了 DNA 上 ,对 弄 清 DNA 结构 产生 重大 影响 .《 科 学 》 
为 此 发 表 了 文章 “数学 打开 了 双 螺 旋 的 疑 结 ” 

DNA 分 子 双 螺 旋 结 构 的 发 现 ,一 方面 将 生命 科学 的 基础 置 于 分 子 的 水 平 之 上 , 置 于 
坚实 的 物理 学 、 化 学 和 信息 科学 的 原理 上 ,更 多 地 得 到 数学 的 支持 ,从 而 导致 理论 生物 学 
的 出 现 ; 男 一 方面 又 导致 了 生物 工程 的 大 发 展 . 

二 是 生理 学 . 人 们 已 建立 了 心脏 、 肾 、 胰 腺 、 耳 条 等 许多 器 官 的 计算 模型 . 此 外 ,生命 系 
统 在 不 同 层次 上 呈现 出 无 序 与 有 序 的 复杂 行为 ,如 何 描述 它们 的 运作 体制 对 数学 和 生物 
党 都 构成 挑战 .在 生理 学 方面 ,以 肾脏 为 例 . 肾 的 功能 是 保持 关键 物质 ,如 盐 等 的 理想 水 平 
以 规范 血液 的 组 成 . 一 个 人 食用 了 过 量 的 盐 , 肾 就 必须 排除 盐 浓度 高 于 血液 中 盐 浓度 的 
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尿 .在 肾脏 的 周围 有 上 百 万 个 小 管 ,负责 从 血液 中 吸取 盐分 . 在 这 个 过 程 中 ,渗透 压力 和 过 
滤 起 了 作用 . 生物 学 家 已 将 过 程 的 精确 规则 初步 弄 清 楚 了 ,对 运作 过 程 建立 了 数学 模型 . 
虽然 初步 ,但 却说 明了 尿 的 形成 以 及 肾 做 出 的 选择 . 

三 是 脑 科学 . 目前 网 络 学 的 研究 对 神经 网 络 极其 重要 . 

四 是 生物 的 进化 . 达尔 文 的 自然 选择 原理 已 经 开始 用 数学 模型 来 刻画 . 数学 上 已 经 证 
明 , 像 眼 睛 这 样 的 精密 器 官 可 以 逐步 地 .自然 地 进化 ,这 个 进化 过 程 可 以 通过 电脑 来 显示 . 

为 了 让 数学 发 挥 作用 ,最 重要 的 是 对 现 有 的 生物 学 研究 方法 进行 改革 . 如 果 生 物 学 仍 
满足 于 从 某 一 实验 中 得 出 一 个 很 局 限 的 结论 ,那么 生物 学 就 变 成 生命 现象 的 记录 ,失去 了 
理性 的 光辉 ,更 无 法 去 揭 开 自然 之 谜 . 

由 于 目前 的 研究 已 深入 到 分 子 层 次 ,生物 科学 与 物理 科学 已 经 逐渐 融合 到 一 起 了 . 
1998 年 , 诺 贝 尔 物 理 奖 得 主 朱棣 文 在 北京 大 学 的 报告 题目 是 “生物 学 及 其 与 物理 学 的 统 
-” ,报告 中 详 谈 了 这 种 发 展现 状 与 未 来 . 

血液 循环 正在 成 为 流体 力学 的 课题 ,致癌 是 一 个 随机 过 程 ,遗传 学 充满 了 高 等 数学 ， 
中 枢 神 经 系统 的 研究 要 用 控制 论 ,其 至 种 水 稻 要 用 偏 微 分 方程 . 可见 : 

科学 发 展 的 趋势 是 综合 、 交 又 与 数学 化 . 
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1. 人 文科 学 与 数学 教育 的 历史 


回顾 历史 会 对 我 们 有 启发 作用 . 在 西方 ,人 文科 学 作为 独立 的 学 科 是 什么 时 候 诞生 的 
呢 ? 诞生 于 古 罗 马 时 代 , 最 早起 源 于 西 塞 罗 (M. T. Cicero, 公 元 前 106 一 前 43). 西 塞 罗 是 
罗马 的 政治 家 和 演说 家 ,他 的 方案 后 来 成 为 古典 教育 的 基本 纲领 ,到 中 世纪 这 个 纲领 转变 
为 基督 教 的 基础 教育 .在 这 段 时 间 内 ,人 文科 学 主要 包括 数学 .语言 学 .历史 .哲学 等 . 数学 
之 所 以 成 为 那 时 人 文科 学 的 基本 内 容 , 其 原因 是 : 那 时 要 培养 雄辩 家 和 传教 士 , 而 雄辩 家 
和 传教 士 对 思维 能 力 和 推理 能 力 要 求 很 高 ,因此 几何 训练 是 不 可 少 的 . 直到 今天 ,这 一 要 
求 仍 是 文科 讲授 数学 的 主要 因素 之 一 . 

文艺 复兴 时 期 ,教育 发 生 了 很 大 的 变化 . 令 人 惊讶 的 是 ,数学 一 直 是 学 校 教育 的 主要 
内 容 . 数学 与 人 文科 学 的 鸿沟 是 19 世纪 才 形 成 的 . 法 国 哲学 家 在 19 世纪 提出 了 人 文科 学 
的 一 般 理 论 , 把 人 文科 学 作为 独立 的 知识 领域 ,与 自然 科学 相对 立 . 而 当时 大 多 数 人 认为 
数学 是 自然 科学 的 一 个 门类 ,因而 也 就 将 数学 与 人 文科 学 对 立 起 来 . 

法 国 著名 哲学 家 李 凯 尔 特 (H. Rickert,1863 一 1939) 把 人 文科 学 称 为 “文化 科学 ”, 并 
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提出 两 种 基本 对 立 : 自然 与 文化 的 对 立 ; 自 然 科学 与 历史 文化 科学 的 对 立 . 关于 数学 ,他 
说 : “自然 科学 和 文化 科学 之 间 的 区 别 仅仅 对 真实 对 象 的 科学 才 是 适用 的 . 像 数学 那样 的 
关于 观念 存在 的 科学 , 既 不 属于 自然 科学 ,也 不 属于 文化 科学 ,因此 在 这 一 方面 就 不 再 加 
以 考虑 了 .” 

李 凯 尔 特 的 观点 反映 了 19 世纪 末 20 世纪 初学 术 界 的 状况 . 当时 的 人 们 已 经 注意 到 
自然 科学 和 人 文科 学 在 方法 论 上 有 重大 区 别 : 数学 和 自然 科学 是 “抽象 的 ”, 目 的 是 得 到 
一 般 规律 ;而 人 文科 学 是 “具体 的 ”, 目 的 是 探讨 人 的 个 别 的 和 独特 的 价值 观 . 数学 方法 不 
为 当时 的 人 们 所 重视 . 

李 凯 尔 特 把 数学 从 自然 科学 和 人 文科 学 中 分 离 出 来 ,这 是 对 的 . 数学 是 人 脑 的 产物 ， 
存在 于 观念 世界 ,而 不 是 自然 界 . 自然 界 没 有 数学 圆 ,没有 直角 三 角形 ,也 没有 V2 和 .但 
是 ,他 没有 看 到 数学 对 人 文科 学 的 作用 . 

第 二 次 世界 大 战 以 后 ,数学 应 用 的 面貌 发 生 了 巨大 的 变化 . 数学 已 经 从 自然 科学 扩展 
到 从 社会 科学 到 艺术 的 各 个 领域 . 

2000 年 ,美国 出 版 了 一 本 名 为 《为 新 世纪 学 习 数 学 的 书 . 书 中 说 ,数学 的 作用 比 以 往 
任何 时 期 都 大 ,而 且 在 将 来 将 起 更 大 的 作用 ,对 学 生 的 数学 要 求 随时 间 而 剧烈 地 增加 . 对 
此 ,看 看 过 去 三 百年 间 美国 课程 表 对 数学 的 要 求 就 清楚 了 . 

哈佛 大 学 于 1636 年 建立 ,当时 没有 一 个 数学 教授 . 到 1726 年 ,哈佛 大 学 任命 了 第 一 
位 数学 教授 . 当时 的 人 学 考试 只 考 算术 . 1820 年 ,要 求 考 代数 ;1844 年 ,要 求 考 几何 . 1912 
年 ,美国 数学 家 斯 米 思 在 国际 数学 教师 联合 会 上 作 报 告 时 说 ,当时 美国 仅 有 一 半 的 高 中 
讲 一 年 的 代数 和 一 年 的 几何 .此 他 学 校 只 要 半年 的 代数 .第 二 次 世界 大 战 使 人 们 的 数学 
观 发 生 了 深刻 的 变化 . 数学 课 成 了 中 学 最 重要 的 课程 之 一 . 1971 年 2 月 ,美国 卡尔 .多 
伊 奇 等 人 在 《科学 》 上 发 表 一 项 研究 报告 ,列举 了 1900 一 1965 年 间 在 世界 范围 内 社会 科 
学 方面 的 63 项 重大 成 就 ,其 中 数学 化 的 定量 研究 占 三 分 之 二 ,而 这 些 定量 研究 中 的 六 
分 之 五 是 1930 年 以 后 做 出 的 .美国 著名 社会 科学 家 D. 贝尔 (D. Bell,1919 一 2011) 在 
《第 二 次 世界 大 战 以 来 的 社会 科学 ) 一 书 中 指出 : 社会 科学 正在 变 成 像 自然 科学 那样 的 
硬 科学 . 

数学 在 人 文科 学 中 的 应 用 是 多 方面 的 ,我 们 只 举 几 个 典型 的 事例 . 


2. 数学 和 人 文科 学 之 间 的 桥梁 


数学 与 语言 文学 是 整个 中 小 学 时 代 最 基础 ,最 重要 的 两 门 学 科 . 语言 学 是 所 有 人 生 
活 、 学 习 和 工作 最 必需 的 ,而 数学 是 所 有 科学 技术 、 社 会 统计 、 商 业 贸 易 等 所 必需 的 ,因而 
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这 两 个 学 科 的 结合 是 自然 的 . 但 是 ,很 多 人 并 不 认识 这 一 点 . 

哈达 玛 (J. Hadamard，1865 一 1963) 说 :“ 语 言 学 是 数学 和 人 文科 学 之 间 的 桥梁 .” 事 
实 上 ,数学 通过 语言 学 与 所 有 的 人 文科 学 建立 了 联系 . 数学 和 语言 学 还 有 更 深刻 的 联系 ， 
数学 是 研究 语言 学 的 不 可 缺少 的 重要 工具 . 

1847 年 ,俄国 数学 家 布 里 亚 可 夫 斯 基 提 出 ,利用 数学 进行 语法 、 词 源 和 语言 历史 的 比 
较 人 研究 . 1894 年 ,瑞士 语言 学 家 索 绪 尔 指出 :“ 在 基本 性 质 方面 ,语言 中 的 量 和 量 的 关系 可 
以 用 数学 公式 有 规律 地 表达 出 来 .”1904 年 ,波兰 语言 学 家 库 尔 特 内 认为 ,语言 学 家 不 仅 
应 当 掌握 初等 数学 ,而 且 还 必须 掌握 高 等 数学 . 这 些 历 史 事 实说 明 , 首 先是 语言 学 家 提出 
了 数学 与 语言 学 “联姻 ”的 必要 . 1907 年 ,俄国 数学 家 马尔 可 夫 (Markov，1856 一 1922) 对 
俄语 字母 的 语序 进行 研究 ,而 提出 了 随机 过 程 (现在 称 为 马尔 可 夫 随 机 过 程 ) ,开始 了 数学 
家 对 语言 学 的 研究 . 计算 机 的 出 现 , 使 数学 与 语言 学 的 联系 更 加 密切 . 

1946 年 ,第 一 台电 子 计算 机 诞生 . 英国 工程 师 布 斯 和 美国 工程 师 韦 弗 在 讨论 计算 机 
的 应 用 时 ,提出 了 机 器 翻译 的 问题 . 此 后 ,机 器 翻译 就 成 了 数学 .语言 和 计算 机 的 联合 行动 
的 一 个 重要 方面 . 

在 进行 机 器 翻译 前 ,必须 研究 语言 结构 和 构词法 ,从 而 促进 了 形态 学 的 研究 . 在 自动 
形态 分 析 中 ,数学 方法 起 着 重要 的 作用 . 例如 ,采用 离散 数学 的 有 限 自动 机 理论 来 设计 形 
态 分 析 模 型 ,控制 切 分 过 程 ,实现 单词 的 自动 形态 分 析 . 在 切 分 过 程 中 ,有 限 自 动机 把 词典 
中 的 各 个 构 词 成 分 一 一 词 干 . 前 级 、 后 级 、 词 尾 相 应 的 语法 信息 记录 到 输入 词 中 去 . 这 样 ， 
在 切 分 结束 时 ,每 一 个 输入 词 就 都 附 上 了 有 关 的 语法 信息 ,为 进一步 的 分 析 提 供 了 数据 . 


3. 数理 语言 学 


用 数学 方法 研究 语言 现象 给 语言 以 定量 化 与 形式 化 的 描述 , 称 为 数理 语言 学 . 它 既 研 
究 自 然 语 言 , 也 研究 各 种 人 工 语 言 , 例 如 计算 机 语言 .其 目的 有 三 : 

(1) 创立 新 的 语言 ,如 国际 语 、 计 算 机 语言 等 ,以 适应 人 类 的 新 需要 ; 

(2) 探索 语言 发 展 的 规律 ,建立 更 为 合理 的 语言 ; 

(3) 破译 古语 . 

数理 语言 学 包含 三 个 主要 分 支 : 

(1) 统计 语言 学 . 它 用 统计 方法 处 理 语言 资料 ,衡量 各 种 语言 的 相关 程度 ,比较 作者 
的 文体 风格 ,确定 不 同时 期 的 语言 发 展 特征 ,等 等 . 

(2) 代数 语言 学 . 它 借助 数学 与 逻辑 方法 提出 精确 的 数学 模型 ,并 把 语言 改造 为 现代 
科学 的 演绎 系统 ,以 便 适用 于 计算 机 处 理 . 

(3) 算法 语言 学 . 它 借助 图 论 的 方法 研究 语言 的 各 种 层次 ,挖掘 语言 的 潜在 本 质 , 解 
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决 语言 学 中 的 难题 . 

语言 的 作用 有 二 : 一 是 思维 ,用 语言 去 思维 .去 探索 .去 推理 ;二 是 交流 ,用 语言 表达 
感情 ,收获 ,去 交流 感情 和 信息 . 这 就 要 求 : 语言 有 丰富 性 ;语言 有 准确 性 . 

谈 到 语言 的 准确 性 ,就 要 提 数 学 语言 . 它 是 超 国界 的 ,是 由 各 国 最 优秀 的 人 才 , 花 费 了 
几 百 年 的 时 间 才 创立 的 . 如 果 你 没有 学 过 真正 的 科学 语言 ,特别 是 数学 语言 ,你 将 是 语言 
学 上 的 残废 人 ,不 能 成 为 一 个 真正 的 语言 学 家 . 


4. 选票 分 配 问 题 


选票 分 配 问题 属于 民主 政治 的 范畴 . 选票 分 配 是 否 合理 是 选民 最 关心 的 热点 问题 . 这 
一 问题 早已 引起 西方 政治 家 和 数学 家 的 关注 ,进行 了 大 量 深入 的 研究 ,并 得 到 令 人 震惊 的 
结果 . 

选票 分 配 的 基本 原则 是 什么 呢 ? 首先 是 公平 合理 . 

问题 : 能 不 能 做 到 公平 合理 ? 如 何 做 到 公平 合理 ? 

你 或 许 这 样 想 ,这 是 个 思春 的 问题 . 只 要 立场 公正 ,不 怀 私 念 ,一 定 能 做 到 公平 合理 . 
事实 是 否 如 此 ,咱们 走 着 瞧 ! 

要 做 到 公平 合理 ,一 个 简单 的 办 法 是 选票 按 人 数 比 例 分 配 .但 是 会 出 现 这 样 的 问题 : 
人 数 的 比例 常常 不 是 整数 . 怎么 办 ? 一 个 简单 的 办 法 是 四 舍 五 人 .四 售 五 人 的 结果 可 能 会 
出 现 名 额 多 余 , 或 名 额 不 足 的 情况 . 因为 有 这 个 缺点 ,美国 乔治 .华盛顿 时 代 的 财政 部 长 
亚历山大 。 汉 密 尔 顿 (Alexander Hamilton,1757 一 1804) 在 1790 年 提出 一 个 解决 名 额 分 
配 的 办 法 ,并 于 1792 年 为 美国 国会 所 通过 . 

1) 美国 国会 的 议员 的 选举 

每 届 美 国 国会 的 议员 数 按 各 州 选民 的 比例 分 配 .假定 美国 人 口 的 总 数 是 p ,各州 的 选 
民 数 分 别 是 pi ,ps，,… ,pi, 再 假定 议员 的 总 数 是 n. 记 

i 


7 Nn, 


p 

称 它 为 第 i 个 州 分 配 的 份额. 汉密尔顿 方法 的 具体 操作 如 下 ， 

(1) 取 各 州 份额 g; 的 整数 部 分 Lg;J, 让 第 i 个 州 先 拥 有 [gj 个 议员 ; 

(2) 考虑 各 个 9 的 小 数 部 分 {gq,} , 按 从 大 到 小 的 顺序 将 余下 的 名 额 分 配给 相应 的 州 ， 
直到 名 额 分 配 完 为 止 . 

这 个 方案 一 一 汉密尔顿 方法 得 到 了 国会 的 通过 . 

我 们 举例 来 说 明 这 一 方案 . 假定 某 学 院 有 三 个 系 , 总 人 数 是 200, 学 生 会 需要 选举 20 
名 委员 . 表 11-1 是 按 汉密尔顿 方法 进行 分 配 的 结果 ， 
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表 11-1 分 配 结果 
所 占 份 额 


汉密尔顿 方法 看 起 来 十 分 合理 ,并 执行 多 年 . 但 是 后 来 发 现 了 问题 ,使 美国 的 选民 为 
之 震惊 . 到 底 是 什么 问题 ? 
按照 常规 ,假定 各 州 的 人 口 比例 不 变 , 议 员 名 和 额 的 总 数 由 于 某 种 原因 而 增加 的 话 , 那 
么 各 州 的 议员 名 额 数 或 者 不 变 , 或 者 增加 ,至 少 不 应 该 减少 . 可 是 汉密尔顿 方法 却 不 能 满 
足 这 一 常规 . 这 里 还 以 某 学 院 学 生 会 的 选举 为 例 给 以 说 明 . 由 于 考虑 到 20 名 委员 在 表决 
提案 时 会 出 现 10 : 10 的 结局 ,所 以 学 生 会 决定 增加 1 名 委员 . 按照 汉密尔顿 方法 分 配 名 
额 得 到 表 11-2. 
表 11-2 分 配 结果 
系 别 所 占 份额 
甲 


委员 名 额 增多 了 , 丙 系 反而 减少 1 名 . 结果 令 人 惊奇 ! 


2) 亚 拉巴 马 悖 论 

1880 年 , 亚 拉 巴 马 州 曾 面临 这 种 状况 : 当 美 国 的 议员 总 数 增加 时 , 亚 拉 巴 马 州 的 议员 
数 反而 减少 了 . 人 们 把 汉密尔顿 方法 产生 的 这 一 矛盾 叫做 亚 拉巴 马 悖 论 . 汉密尔顿 方法 侵 
犯 了 亚 拉巴 马 州 的 利益 . 其 后 ,1890 年 和 1900 年 人 口 普查 后 , 缅 因 州 和 科罗拉多 州 也 极 
力 反 对 汉密尔顿 方法 .所 以 ,从 1880 年 起 ,美国 国会 就 针对 汉密尔顿 方法 的 公正 合理 性 展 
开 了 争论 . 因此 ,必须 改进 汉密尔顿 方法 ,使 之 更 加 合理 . 新 的 方法 不 久 就 提出 来 了 ,并 消 
除了 亚 拉巴 马 悖 论 .但 是 新 的 方法 引出 新 的 问题 ,新 的 问题 又 需要 消除 . 于 是 ,更 新 的 方 
法 ,当然 是 更 加 公正 合理 的 方法 又 出 现 了 . 人 们 当然 会 问 : 有 没有 一 种 一 劳 永 逸 的 解决 办 
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法 呢 ? 

这 个 问题 从 诞生 之 日 起 ,就 一 直 吸 引 着 众多 政治 家 和 数学 家 去 研究 . 他 们 首先 制定 了 
公平 原则 . 

公平 四 原则 . 

(1) 多 数 原则 . 票数 过 半 , 且 排 在 第 一 位 ,此 候选 人 当选 . 

(2) 择优 原则 . 候选 人 中 两 两 比较 ,他 总 占 多 数 , 则 他 获胜 . 

(3) 单调 性 原则 . 某 候选 人 在 第 一 轮 选举 中 获胜 ,在 第 二 轮 选 举 中 票数 更 领先 , 则 他 
获胜 . 

(4) 独立 性 原则 . 某 候选 人 在 第 一 轮 选 举 中 获胜 ,并 进入 第 二 轮 选 举 . 有 一 些 候选 人 
出 局 了 ,而 选举 人 没有 改变 他 们 的 优 劣 排序 , 则 此 候选 人 获胜 . 


3) 阿 罗 不 可 能 定理 

在 公平 原则 下 ,1952 年 数学 家 阿 罗 (K. Arrow) 证 明了 一 个 令 人 吃惊 的 定理 一 一 阿 罗 
不 可 能 定理 , 即 不 可 能 找到 一 个 公平 合理 的 选举 系统 . 这 就 是 说 ,只 有 更 合理 ,没有 最 合 
理 . 原来 世上 无 “ 公 ”! 

哈哈 , 当 在 生活 中 出 现 不 公 的 时 候 , 你 要 仔细 考察 一 下 了 : 是 客观 无 公 , 还 是 主观 
无 会? 

阿 罗 不 可 能 定理 是 数学 应 用 于 社会 科学 的 一 个 里 程 碑 . 

阿 罗 不 可 能 定理 不 仅 是 一 项 数学 成 果 , 也 是 十 分 重要 的 经 济 成 果 . 因此 ,作为 一 名 数 
学 家 , 阿 罗 于 1972 年 获得 了 诺 贝 尔 经 济 奖 . 选举 问题 吸引 经 济 学 家 的 因素 主要 有 两 个 方 
面 : 策略 与 公平 性 . 而 策略 的 研究 又 引出 了 博弈 论 . 

客观 世界 与 人 类 社会 是 奥妙 无 穷 的 ,要 敞开 胸怀 ,迎接 新 知识 . 


5. 文学 与 统计 学 


新 视角 ”统计 学 不 仅 是 为 了 寻求 答案 ,处 理 数 据 , 更 重要 的 是 它 提供 了 一 种 新 的 思 
路 ,新 的 推理 方法 . 这 正 是 我 们 需要 学 习 的 东西 . 

用 数学 方法 研究 文学 是 近 五 十 年 的 事 . 今 举 几 个 具有 国际 影响 的 著名 事例 ,这 些 问题 
都 是 文学 家 非常 关心 并 且 需 要 迫切 解决 的 问题 ,但 文学 家 却 无 能 为 力 . 

。《 红 楼 梦 》 的 研究 . 自从 俞 平 伯 先 生发 现 《 红 楼 梦 》 的 后 40 回 是 高 驶 所 续 后 ,《 红 楼 
梦 》 的 作者 是 谁 的 问题 就 成 了 《4 红楼梦》 研究 的 重要 问题 . 20 世纪 70 年 代数 学 家 就 开始 用 
统计 语言 学 研究 4 红楼梦》 了 ,而且 得 出 了 令 传 统 红学 界 吃惊 的 结论 ,而 这 些 结论 是 用 传统 
方法 难以 得 到 的 . 

。*《 静 静 的 顿 河 》 作 者 真 伪 的 研究 . 它 的 作者 是 萧 洛 霍 夫 ,1965 年 获得 诺 贝 尔 文学 奖 . 
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有 人 说 ,他 到 窃 了 他 人 的 成 果 . 他 是 不 是 届 穷 他 人 的 成 果 ? 这 个 疑问 引起 了 全 世界 的 
关注 . 
表 11-3 是 解决 问题 的 依据 . 
表 11-3 抽样 结果 
著作 抽样 的 单词 数 不 同 的 字 


Marking Time (Kryukov) 1000 


The Way und the Road ( 萧 洛 霍 夫 ) 1000 


《 静 静 的 顿 河 》 1000 


表 11-3 中 的 数据 是 Kjetsaa 的 研究 结果 . 表 中 给 出 三 部 书 中 每 1000 个 单词 里 所 用 的 
不 同 的 单词 的 个 数 . 这 里 两 部 书 的 作者 是 已 知 的 ,一 本 的 作者 就 是 那个 有 争议 的 作者 . 数 
据 证 明 ,《 静 静 的 顿 河 ) 的 作者 应 是 萧 洛 霍 夫 . 从 简单 的 计算 ,得 出 了 关键 的 结果 . 

。 莎士比亚 的 新 诗 . 1985 年 11 月 14 日 ,研究 莎士比亚 的 学 者 泰勒 在 Bodelian 图 书 
馆 中 发 现 了 一 首 新 诗 ,9 节 429 个 字 , 但 没有 作者 . 这 是 谁 的 诗 ? 两 位 数学 家 Thisted 和 
Efron 在 1987 年 借助 统计 方法 指出 ,在 几乎 同样 长 度 的 作品 中 ,对 莎士比亚 风格 所 含 不 同 
单词 与 其 他 作者 风格 所 含 不 同 单词 的 频率 分 布 做 了 精细 研究 ,从 而 发 现 诗 的 作者 是 莎 十 
比 亚 . 

。《 错 中 错 》 和 《 空 爱 一 场 ) 的 出 版 年 月 . 莎士比亚 的 《 错 中 错 》 和 《 空 爱 一 场 ) 是 什么 时 
间 写 成 的 ?莎士比亚 的 绝 大 多 数 作 品 均 有 记录 记载 出 版 年 月 ,但 也 有 没有 留 下 出 版 年 月 
的 作品 . 如 何 利用 已 知 出 版 年 月 的 作品 来 估计 没有 留 下 出 版 年 月 的 作品 呢 ? 1946 年 , 亚 
地 利用 纯度 量化 的 方法 解决 了 这 个 问题 . 他 考察 了 水 士 比 亚 长 时 间 内 风格 上 的 一 般 变化 ， 
并 利用 插值 法 推断 出 ,《 错 中 错 ) 的 发 表 时 间 大 约 在 1591 一 1592 年 冬 《 空 爱 一 场 》 的 发 表 
时 间 大 约 在 1592 年 春 . 

。 联邦 主义 者 的 论文 集 . 这 个 论文 集 共 有 77 篇 ,是 1787 一 1788 年 由 哈密 尔 顿 、 杰 伊 
和 马 德 森 所 写 , 笔 名 为 “公众 ”. 文集 的 大 多 数 文章 的 作者 已 经 判明 ,但 有 12 篇 仍 在 争论 到 
底 是 哈密 尔 顿 的 ,还 是 马 德 森 的 . 两 位 数学 家 莫 斯 特 雷 和 华 莱 士 利用 统计 方法 解决 了 这 一 
问题 ,得 出 了 有 争议 的 文章 的 最 有 可 能 的 作者 是 马 德 森 . 

。 《卡尔 特 亚 与 4 印度 经 典 )》 的 作者 问题 . 

。 柏拉图 著作 系统 排列 . 这 个 问题 在 19 世纪 就 已 经 提出 来 了 ,直到 1971 年 ,统计 学 
家 介入 这 个 问题 才 有 了 合理 的 答案 . 
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6. 诺 贝 尔 经 济 学 奖 与 数学 


数学 在 经 济 学 中 广泛 而 深入 的 应 用 是 当前 经 济 学 最 为 深刻 的 变革 之 一 . 现代 经 济 学 
的 发 展 对 其 自身 的 逻辑 和 严密 性 提出 了 更 高 的 要 求 ,这 就 使 得 经 济 学 与 数学 的 结合 成 为 
必然 . 

首先 ,严密 的 数学 方法 可 以 保证 经 济 学 中 推理 的 可 靠 性 ,提高 讨论 问题 的 效率 . 

其 次 ,具有 客观 性 与 严密 性 的 数学 方法 可 以 抵制 经 济 学 研究 中 先入 为 主 的 偏见 . 

再 次 ,经 济 学 中 的 数据 分 析 需 要 数学 工具 ,数学 方法 可 以 解决 经 济 生 活 中 的 定量 分 析 . 

最 后 ,经 济 学 中 的 决策 问题 也 有 赖 于 博弈 论 . 

事实 上 ,从 诺 贝 尔 奖 经 济 学 奖 的 获奖 情况 可 以 看 到 数学 对 经 济 学 的 影响 是 何等 巨大 . 
1968 年 ,瑞典 银行 为 庆祝 建行 300 周年 ,决定 从 1969 年 起 以 诺 贝 尔 的 名 誉 颁发 经 济 奖 . 
获奖 人 数 每 年 最 多 为 3 人 .到 2001 年 共有 49 位 经 济 学 家 获 此 殊荣 .北京 大 学 的 史 树 中 教 
授 把 得 奖 者 应 用 数学 的 程度 分 为 四 等 : 特 强 . 强 .一 般 和 弱 “ 特 强 ”, 指 应 用 数学 的 程度 大 
致 与 理论 物理 相当 , 即 数学 方法 在 获奖 者 的 研究 中 起 着 相当 本 质 的 作用 . 按 这 个 标准 , 获 
奖 者 中 有 27 位 可 以 评 为 特 强 , 占 全 体 获 奖 者 的 一 半 以 上 .“ 强 ”, 指 使 用 较 多 的 数学 工具 ， 
但 没有 较 深 刻 的 数学 内 容 . 这 样 的 获奖 者 有 14 位 . 这 就 使 人 有 这 样 的 印象 , 诺 贝 尔 经 济 学 
奖 是 颁发 给 经 济 学 界 的 数学 家 的 . 特别 是 ,在 2000 年 ,电影 (美丽 心灵 》 获 得 奥斯卡 奖 之 
后 ,更 使 人 们 认为 诺 贝尔 经 济 学 奖 是 颁发 给 数学 家 的 .《 美 丽 心灵 是 根据 1994 年 荣获 诺 
贝尔 经 济 学 奖 的 大 数学 家 纳什 的 传记 拍摄 的 . 但 是 ,必须 认识 到 ,经 济 学 有 经 济 学 的 规律 ， 

学 只 是 它 的 工具 ,绝对 不 能 用 数学 替代 经 济 学 . 


7. 数学 与 西方 政治 


自然 界 的 规律 和 秩序 井然 有 序 ,一 年 四 季 往 复 循 环 , 行 星 按照 确定 的 轨道 周期 运行 ， 
不 出 半点 偏差 . 自然 界 具 有 理性 ,规律 性 和 可 预见 性 . 即使 有 些 规律 目前 还 不 掌握 ,科学 家 
仍然 相信 ,经 过 努力 ,他 们 总 能 发 现 藏 在 事物 背后 的 规律 . 造物 主 数 学 化 地 设计 了 宇宙 . 

人 类 不 也 是 自然 界 的 一 部 分 吗 ? 人 的 肉体 属于 物质 世界 ,而 唯物 主义 告诉 我 们 ,意识 
起 源 于 物质 .在 自然 界 存在 普遍 规律 ,可 以 用 数学 公式 来 刻画 ,人 类 社会 同样 也 应 当 存 在 
自然 规律 ,也 可 以 用 数学 公式 来 刻画 .一 旦 发 现 了 这 些 规 律 ,人 类 的 社会 将 变 得 更 加 美好 ， 
腐败 和 罪恶 更 加 容易 根除 ,社会 将 更 加 稳定 而 公正 . 因此 需要 有 这 样 一 门人 文科 学 ,去 探 
索 人 类 社会 的 自然 规律 . 

在 自然 科学 成 功 的 鼓舞 下 ,社会 科学 家 们 开始 以 空前 的 热情 投入 了 这 项 研究 . 卢梭 指 
出 ,这 门 科 学 不 能 通过 实验 来 研究 ,我 们 可 以 找 出 主要 的 原理 ,用 演绎 的 方法 推导 出 真理 . 
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康德 也 同意 有 必要 设立 一 门 社会 科学 ,他 还 说 ,发 现 人 类 文明 的 定律 应 该 有 开 普 勒 和 牛顿 
才 行 . 社会 科学 家 们 希望 ,在 这 一 领域 内 ,数学 取得 在 其 他 纯 科学 领域 内 同样 辉煌 的 成 就 . 

假定 存在 社会 规律 ,社会 科学 家 们 如 何 发 现 它 们 呢 ? 欧 几 里 得 几何 为 他 们 树立 了 榜 
样 . 首先 ,他 们 必须 发 现 一 些 基 本 公理 ,然后 通过 严密 的 数学 推导 ,从 这 些 公 理 中 得 出 人 类 
行为 的 定理 .公理 如 何 产生 呢 ? 借助 经 验 和 思考 . 公理 自身 应 该 有 足够 的 证 据说 明 它 们 合 
乎 人 性 ,这 样 人 们 才 会 接受 . 一 时 出 现 了 一 股 狂 热 的 势头 ,社会 科学 家 们 纷纷 探索 人 类 行 
为 科学 的 公理 . 18 一 19 世纪 这 方面 的 著作 有 洛克 的 4 人 类 理智 论 》 贝 到 菜 的 4 人 类 知识 原 
理 )、 休 议 的 《人 性 论 》 和 《人 类 理解 研究 )、 边 沁 的 《道德 与 立法 原理 引 论 ) 及 穆 勒 的 (人 性 分 
析 》 等 . 

在 这 些 著作 中 ,有 些 关 于 人 类 行为 的 公理 很 值得 重视 . 这 些 公理 的 一 部 分 已 融合 于 人 
类 的 社会 意识 中 ,并 成 为 推动 社会 前 进 的 力量 . 例如 , 边 沁 (J. Bebtyham，1748 一 1832) 提 
出 如 下 的 公理 : 

(1) 人 生 而 平等 ; 

(2) 知识 和 信仰 来 自 感觉 经 验 ; 

(3) 人 人 都 趋 利 避 害 ; 

(4) 人 人 都 根据 个 人 利益 行动 . 

当然 这 些 公理 并 不 都 为 当时 的 人 们 所 接受 ,但 却 十 分 流行 . 

当 利 加害 需要 做 解释 . 一 个 特殊 的 行为 可 能 对 一 些 人 人 有利, 而 对 另 一 些 人 人 有害, 所 以 
边 沁 又 加 上 一 条 “最 大 多 数 人 的 最 大 利益 是 衡量 是 非 的 标准 ”. 

这 样 ,以 边 沁 为 代表 的 社会 科学 家 们 勇敢 地 把 理性 的 旗帜 插 到 了 以 前 由 风俗 和 权威 
统治 的 领域 . 他 们 还 为 伦理 学 体系 寻求 理性 主义 观点 . 这 种 伦理 学 不 是 建立 在 宗教 教义 
上 ,而 是 建立 在 人 文科 学 的 基础 上 . 以 边 沁 为 代表 的 伦理 学 家 们 成 功 地 完成 了 他 们 的 计 
划 . 他 们 利用 人 性 的 规律 和 人 与 人 之 间 相 互 关 系 的 公理 ,创建 了 富 于 逻辑 性 的 伦理 学 
体系 . 

政治 学 家 们 也 开始 仿效 他 们 . 休 六 满怀 信心 地 说 :“ 政 治 可 以 简化 为 一 门 科 学 . ”于 是 
他 们 就 寻求 自己 学 科 的 公理 . 在 各 种 政治 学 理论 中 ,至 少 有 两 种 学 说 至 今 仍 有 非常 重要 的 
意义 ,它们 分 别 是 由 洛克 (J. Locke，1632 一 1704) 和 边 沁 提出 的 . 

洛克 对 政府 的 起 源 和 政府 存在 的 理由 及 目的 进行 了 探讨 , 即 寻 求 政府 存在 的 逻辑 基 
础 . 我 们 知道 ,关于 政府 的 起 源 主要 有 两 类 理论 : 一 类 理论 是 君权 神 授 的 理论 . 差不多 在 
一 切 初期 的 文明 各 国 中 ,为 王 的 都 是 神圣 人 物 ,例如 在 中 国 皇 帝 被 称 为 真 龙 天 子 . 国王 们 
自然 把 它 看 成 绝妙 的 好 理论 . 这 个 理论 强调 世袭 制 .但 是 当 资 本 主义 兴起 的 时 候 , 这 个 理 
论 就 受到 商人 们 的 质疑 . 另 一 类 理论 以 洛克 为 代表 ,他 的 理论 是 社会 契约 论 . 他 在 1689 一 
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1690 年 写 出 的 《政府 两 论 ) 中 阐述 了 这 一 理论 . 在 第 一 篇 论文 中 他 驶 斥 了 君权 神 授 的 理 
论 ,在 第 二 篇 论文 中 他 提出 了 自己 的 理论 . 洛克 的 理论 获得 了 巨大 的 成 功 . 正 像 牛顿 的 物 
理学 永远 废除 了 亚 里 土 多 德 的 权威 一 样 , 洛 克也 否定 了 君权 神 授 的 理论 . 这 个 理论 对 此 后 
各 国 的 政府 形式 产生 重大 影响 ,特别 是 新 独立 的 国家 . 

洛克 的 理论 是 从 认识 论 出 发 的 . 他 认为 ,所 有 的 人 在 生 下 来 时 头脑 是 一 片 空白 的 ,人 
的 知识 和 性 格 都 是 后 天 形成 的 . 既然 人 与 人 的 区 别 是 环境 所 致 ,所 以 人 生来 都 是 平等 的 . 
所 有 的 人 都 拥有 天 生 的 .不 可 剥夺 的 权利 ,如 自由 等 ,这 就 是 著名 的 “天 赋 人 权 论 ”. 另 一 方 
面 ,为 了 获得 生命 .自由 和 财产 的 保障 ,人 们 制定 “社会 契约 ?赋予 政府 对 犯罪 行为 予以 惩 
罚 . 一 旦 接受 这 一 契约 ,人 们 就 同意 按照 大 多 数 人 的 意愿 行事 ,而 政府 就 应 该 照章 办 事 . 如 
果 统 治 者 背叛 了 选民 ,那么 选民 的 反叛 就 是 理所当然 的 了 . 对 政府 本 质 所 做 的 上 述 探讨 回 
答 了 下 面 的 问题 : 为 什么 政府 存在 ? 它 从 哪里 获得 了 权力 ? 它 在 什么 时 候 超出 了 这 一 权 
力 ? 如 何 对 待 暴 政 ? 

美国 的 “独立 宣言 "是 一 个 著名 的 例子 . 独立 宣言 是 为 了 证 明 反抗 大 英 帝 国 的 完全 合 
理性 而 摊 写 的 . 美国 第 三 任 总 统 杰斐逊 (T. Jefferson,1743 一 1826) 是 这 个 宣言 的 主要 起 草 
人 ,他 引用 了 不 少 洛克 的 话 . 他 试图 借助 欧 几 里 得 的 模型 使 人 们 对 宣言 的 公正 性 和 合理 性 = 
深信 不 疑 .“ 我 们 认为 这 些 真 理 是 不 证 自明 的 ……" 不 仅 所 有 的 直角 都 相等 ,而 且 “ 所 有 的 
人 生来 都 平等 这些 自 明 的 真理 包括 ,如 果 任 何 一 届 政 府 不 服从 这 些 先决 条 件 , 那 么 “人 
民 就 有 权 更 换 或 废除 它 ”. 宣言 主要 部 分 的 开头 讲 , 英 国 国王 乔治 的 政府 没有 满足 上 述 条 
件 “ 因 此 …… 我 们 宣布 ,这 些 联 合 起 来 的 殖民 地 是 ,而 且 按 正当 权力 应 该 是 ,自由 的 和 独立 
的 国家 . "顺便 指出 ,杰斐逊 爱好 文学 .数学 .自然 科学 和 建筑 艺术 . 

边 沁 在 《道德 与 立法 原理 引 论 》(1789) 一 书 中 阐述 了 关于 人 性 的 观点 和 他 的 伦理 学 体 
系 . 这 部 书 还 涉及 对 政府 的 研究 ,实际 上 创立 了 政治 学 . 他 认为 ,政治 领域 的 首要 真理 或 基 
本 公理 是 ,政府 应 当 追 求 绝 大 多 数 人 的 最 大 幸福 . 边 沁 意识 到 这 里 有 一 个 明显 的 矛盾 : 统 
治 者 通常 只 追求 自己 的 幸福 ,而 不 顾 人 民 的 利益 . 这 当然 与 对 政府 的 要 求 相 矛盾 . 如 何 协 
调 这 两 个 矛盾 呢 ? 要 做 到 这 一 点 ,就 应 当 使 每 一 个 人 都 享有 权利 ,因而 民主 制 是 组 织 政府 
的 最 好 形式 . 

理论 家 们 在 对 政府 的 研究 中 取得 了 成 就 ,并 对 人 类 社会 产生 深刻 影响 . 边 沁 的 为 绝 大 
多 数 人 的 最 大 幸福 和 洛克 的 天 赋 人 权 论 及 社会 契约 论 共同 钴 造 了 美国 的 民主 制 . 此 外 ,在 
欧 氏 几何 中 有 一 个 著名 的 定理 : 三 角形 的 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 这 个 定理 构成 了 美 
国 的 三 权 分 立 中 权力 分 配 的 理论 基础 . 

当然 ,数学 在 人 文科 学 中 的 成 就 绝对 不 能 与 数学 在 宇宙 学 中 取得 的 成 就 媲美 . 这 是 因 
为 社会 现象 要 复杂 得 多 . 
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